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Primera Fase

Soluciones a los problemas propuestos

Problema 1.1. Los anos recientes se han podido expresar como sumas, restas y multiplicaciones de niimeros
con un mismo y unico digito; por ejemplo:

2009 =7TXTXTXT—=TXTXT—-7T%X71, 2010=66xX6x6—-66x6+6x6—6

. Se puede hacer lo mismo con el 2011, sin repetir jamas sumandos iguales? Por ejemplo, no es admisible
2011l =1+1+1+...

Solucién Problema 1.1 Si 2011 fuera expresable como sumas, restas y multiplicaciones de nimeros con el
mismo digito a, como cada uno de estos nimeros es divisible por a, se tiene que a es divisor de 2011. Ahora
bien, 2011 es un ndmero primo, por tanto a = 1.

Es sencillo observar que

1000 = 1111 —-111
2= 111-11x11+11+1

Multiplicando estas dos igualdades se tiene:

2000 =
1111 x 111 — 1111 x 11 x 11+ 1111 x 11 + 1111 — 111 x 111+
+111 x 11 x 11 — 111 x 11 — 111

Compruébese que todos los sumandos son distintos entre si y distintos a 11. Por tanto, sumando 11 al nimero
anterior se tiene una solucion.
Existen infinidad de maneras distintas:

2011 =1111 x 1111 — 111 x 11111 — 111 x 111 + 111 x 11 x 11 =111+ 11+ 1

o bien
2011 = 1111 x 1111 — 111 x 11111 + 1111 — 111 4+ 11

Problema 1.2. Dos semirrectas tienen su comin origen en el punto O. Se considera una circunferencia Cy
tangente a ambas semirrectas, cuyo centro estd situado a distancia dy de O, y cuyo radio es r;. Se construyen
sucesivamente las circunferencias C,,, de modo que C), es tangente a las semirrectas, tangente exterior a Cj,_1
y tal que la distancia de su centro a O, d,,, es menor que d,_1, para n > 1. Halla la suma de las areas de los
circulos limitados por las circunferencias C,, para todo n, en funcién de 1 y d.

Solucién Problema 1.2 Es claro de la figura que, por el Teorema de Thales, ;—n - para todo n. Llamaremos
n 1



a este valor . Ademas, se tiene que:

Tn _ dn :dn+1+rn+1+rn:1+a+ Tn _
Tn+1 dn—i—l dn—i—l dn+1
T T T
1+a+—= n—“:l—i—a—!— “ .
Tn+1 dn+1 Tn+41
Tn 1+«

, que es constante, luego los radios de las circunferencias forman una progre-

Despejando se tiene =—
Tn41 1 —«
sién geométrica de razén

l—a 1-r/dr d1—nr

r= = = .
I4+a 1+4+r/di  di+r

La suma de areas buscada es

oo 2 2
r wr(di+1r)
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n=1 ! 1— (314—:1 )2 4 !

Problema 1.3. Saber cudl es la tltima cifra de 20092°!! es muy fécil, pero jcudntos ceros preceden a esa tltima
cifra?

Solucién Problema 1.3 Sin > 1,
2009™ = (2000 + 9)™ = 9™ 4 2000k
Por tanto las 3 ultimas cifras de 2009™ coinciden con las de 9™. Por el desarrollo del binomio de Newton:

92011 — (10 — 1)2011 = (—1)2011 4 ( 2011

1
2011

) (_1)2010 .10+
+ < ) (=1)2009. 102 4 K - 103 = —1 + 20110 — 2011 - 1005 - 100 + K - 103

2
= —202085391 + K - 10° = 609 + K’ - 103

Luego la respuesta es que 9 es la ultima cifra y le precede un tnico cero.

Problema 1.4. Calcula todos los niimeros enteros a, b y ¢ tales que a? = 2b% 4 3 2.

Solucién Problema 1.4 Sea (a, b, ¢) una solucién distinta de (0,0,0), con |a| + |b| + |¢| minimo. Tomando la
igualdad médulo 3, tenemos a? = 2b? médulo 3. Como a? y b? s6lo pueden ser congruentes con 1 o 0, se deduce



que a y b son miltiplos de 3. Por tanto, 3¢? es miiltiplo de 9, asi que ¢ también es multiplo de 3. Pero entonces,
(a/3,b/3,¢/3) seria otra solucién con |a/3|+ |b/3|+ |c/3| < |a]+|b| +]|¢|, lo que contradice la hipétesis supuesta.

Problema 1.5. Dos esferas de radio r son tangentes exteriores. Otras tres esferas de radio R son tangentes
exteriores entre si, dos a dos. Cada una de estas tres esferas es, ademads, tangente exterior a las dos primeras.
Encuentra la relacién entre Ry r.

Solucién Problema 1.5 Los centros de las tres esferas de radio R, O1, O3 y Os, son los vértices de un tridngulo

equildtero de lado 2R. El punto de tangencia, T', de las dos esferas de radio r es el centro de ese tridngulo y, por
tanto, dista de los vértices dos tercios de la altura. La altura del tridngulo es h = 21%2_\/5 = RV/3 y dos tercios de
hes 2E.

3

Si llamamos @1, Q2 a los centros de las circunferencias de radio 7, el tridngulo O17'Q; es rectangulo en Ty

sus lados son: 27%, ry R+ r. Aplicando el teorema de Pitdagoras, se tiene:

<f/—]§)2+r2 = (R+r)?

y simplificando resulta: R = 6r.

Problema 1.6. Denotamos por N = {1,2,3,...} el conjunto de niimeros naturales excluido el cero y por
N*={0,1,2,3,...} el conjunto de niimeros naturales incluido el cero. Encontrar todas las funciones f : N — N*
que sean crecientes, es decir f(n) > f(m) si n > m, y tales que f(nm) = f(n) + f(m), para todo n,m € N.

Solucién Problema 1.6

= La funcién nula: f(n) =0, para todo n € N verifica evidentemente lo anterior.
= Sea f una funcién no nula verificando las condiciones del enunciado. Entonces

1. f no es constante, ni esta acotada. En efecto, si f(a) # 0 entonces f(a™) = nf(a) > f(a) para cada
n.
2. f no es estrictamente creciente:
e Si f(2) = f(3) ya esté.
e Si f(2) =a<b= f(3), entonces 2° # 3%, pero f(2°) = ab = f(3%).



De los dos puntos anteriores se deduce que es posible encontrar un ntimero natural m tal que k = f(m) =
f(m+1) < f(m+ 2). Entonces
fl(m+1)%] =2k < fim(m + 2)]

Sin embargo m(m + 2) < (m + 1)2, contradiciendo el cardcter creciente de f.

En consecuencia la tnica funcién que verifica las condiciones del enunciado es la funcién nula.
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