Al.-
Dado un entero positivo n, hallar la suma de todos los enteros positivos inferiores a 10n
que no son multiplos de 2 ni de 5.

Solucion.

Sean los conjuntos
A={1,2,...,10n},

B=1{24,...,2(5n)},
C ={5,10,...,5(2n)},
BNC ={10,20,...,10n}.

Nos piden la suma de los elementos de A que no son de B ni de C. Las sumas de los
elementos de cada uno de los conjuntos es

10n(1 1 1 2n(2 1
S A - On(10n + ), 2322571(571—1— )’ SO - 5 n(2n + ), v
2 2 2
10n(1 1
E(BQC)ZM.
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La suma pedida es
YA—-YB-XC+%(BNC) =20n?



A2.-

Sea ABC un tridngulo acuténgulo con A = 45°, y sea P el pie de la altura por B.
Trazamos la circunferencia de centro P que pasa por C'y que vuelve a cortar a AC' en
el punto X y a la altura PB en el punto Y. Sean r y s las rectas perpendiculares a
la recta AY por P y X, respectivamente, y L, K las intersecciones de r, s con AB.
Demostrar que L es el punto medio de K B.

Solucion.

Por construccion es PX = PY = PC'. Los triangulos PAY y PCB, rectangulos en P,
son iguales ya que AP = PB (el tridngulo rectdngulo APB es isésceles) y PY = PC.
Por tanto los angulos v y 3 son iguales.

El triangulo rectangulo PY () es semejante a los anteriores, de manera que el angulo
v = LPB es igual a a. Resulta que los segmentos PL y C'B son paralelos, y por el
teorema de Thales queda K L=LB ya que PX=PC.




A3.-
Los puntos Ay, As, ..., Aay41 son los vértices de un poligono regular de 2n + 1 lados.
Hallar el nimero de ternas A;, A, Ay, tales que el tridngulo A;A; Ay es obtusangulo.

Solucion.

Al ser 2n+1 impar, no es posible
construir tridngulos rectangulos.
Observemos que cualquier triangulo
obtusangulo dejara el centro O
(su circuncentro) fuera de él. Si
lo giramos en sentido directo o
inverso alrededor de O pode-
mos conseguir que uno de sus
vértices agudos esté en A;. Los
otros dos estan, bien en el con-
junto {As, ... ,A,41}, bien en
{Ap+42,...,A2,4+1}. El nimero
buscado serd 2(’;) Como esto
lo podemos hacer con cada uno
de los 2n + 1 vértices, quedaran
2(2n + 1)(%) tridngulos. Pero
cada tridngulo lo hemos contado
dos veces, una para cada vértice
agudo. Luego la solucién bus-
cada es (2n+1)(5).

Solucion alternativa.

Fijemos el vértice obtuso en un vértice, por ejemplo, el A;. Los tres lados del triangulo
abarcaran respectivamente x, y y z lados del poligono de 2n+1 lados. Serd z+y+ 2z =
2n 4+ 1. El lado opuesto al angulo obtuso, digamos z, debera cumplir z > n + 1.
Calculemos el ntimero de soluciones enteras positivas de la ecuacion r+y+ 2z =2n+1
con la condicion fijada para la z.

Siz=mn+1, queda x+y = n que tiene n—1 soluciones. Si z = n+2, queda x+y =n—1
que tiene n — 2 soluciones. ... Si z = 2n — 1, queda x + y = 1 que tiene 1 solucién.
En total hay

(n—1)+(n—2)+...+2+1:@: <Z)

soluciones con el dngulo obtuso en A;. Si consideramos las otras posibles posiciones
para dicho angulo queda en total
n
2n+1 .
20+ 1)(5)



B1.-

Sean a, b, ¢ tres nimeros reales positivos cuyo producto es 1. Demostrar que si la suma
de estos nimeros es mayor que la suma de sus reciprocos, entonces exactamente uno
de ellos es mayor que 1.

Solucion. L1 1
Dadoqueabc:lya+b—|—c>—+E+—,debeser
a c
(a—=1)(b—-1)(c—1)=abc—ab—bc—ca+a+b+c—1

1 1 1
=a+b+c—(—+—+—)>0
a b ¢

La desigualdad anterior se cumple cuando uno de los factores del niimero

(a—=1)(b—-1)(c—1)

es positivo o los tres factores son positivos. Si fuesen los tres positivos, entonces
tendriamos @ > 1,0 > 1 y ¢ > 1 lo cual no es posible porque abc = 1. Por tanto,
solo uno de ellos es positivo y esto completa la demostracion.



B2.-

En un tridngulo rectangulo de hipotenusa unidad y angulos respectivos de 30°, 60° y
90°, se eligen 25 puntos cualesquiera. Demostrar que siempre habra 9 entre ellos que
podran cubrirse con un semicirculo de radio 3/10.

Solucion.
Este triangulo tiene la propiedad que puede descomponerse en tres triangulos congru-
entes entre si y semejantes al triangulo inicial.

Como tenemos tres tridgulos y 25 puntos, en alguno de ellos habrd al menos 9 puntos.
La hipotenusa de cada uno de estos tridngulos semejantes al inicial mide v/3/3, y como

son rectangulos, éstos estan cubiertos por la mitad de su circulo circunscrito. Ahora el

- — 13 -3
enunciado queda demostrado porque 7 = 5 X %> < 5.



B3.- Sea Suna esfera tangente a un plano P. Alrededor de S colocamos ocho esferas iguales S,, S, ...,

S,, tangentes entre si, tangentes a S'y tangentes a P. Llamamos R al radio de S y r al radio comun de

las ocho esferas. Calcular el valor de la razon é ;

Solucion.-

Llamemos P’ al plano paralelo a P que pasa por el centro de las ocho esferas idénticas.
Llamemos Q al centro de la esfera S. Llamemos o, al centro de la esfera S,, m,alde S,, ... y ws al de
88-

Si nos fijamos en la traza (interseccion) de las nueve esferas del enunciado, obtenemos un collar de ocho

circunferencias iguales tangentes dos a dos entre si, rodeando sin contacto a una circunferencia central.

Si cortamos mediante un plano perpendicular a P que pase por Q y ®;, obtenemos dos circunferencias

tangentes entre si que son a su vez tangentes a una misma recta.

Como el tridngulo de vértices Q, A y o, es rectdngulo en A, es facil ver que la distancia entre A y o, es

2+ Rr .

./ . - m m
En el tridangulo isdsceles de vértices A, o, y oy, tenemos que ' = Aw.,sen 8 = 2+/Rrsen 3 que elevando

r n m
al cuadrado nos da — = 4sen”® — = ZH‘I - COS—H Por lo tanto I 2- \/E
R 8 0 47 R
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