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Primera etapa (10 de enero de 2025) | e

1. Diremos que un nimero natural de 6 cifras (esto es, entre 100.000 y 999.999) es majico
si el nimero formado por sus tres ultimas cifras es uno mas que el nimero formado
por sus tres primeras cifras. Por ejemplo, 102.103 es majico.

Halla un ntimero majico que sea también un cuadrado perfecto (esto es, que sea el
cuadrado de algin ntimero natural). Explica el proceso que sigues para hallarlo.

Solucién: Sea a el nimero formado por las tres primeras cifras de un nimero majico.
El niimero majico es entonces n = 1000a + (a + 1) = 1001a + 1. Deseamos encontrar a
de modo que se verifique n = 1001la + 1 = b? para algtin niimero natural b (menor que
1000). Esto es,

100la =b*> — 1= (b—1)(b+ 1).

Como 1001 =7 x 11 x 13, los primos 7, 11 y 13 tienen que dividirab—1o0a b+ 1.

Si, por ejemplo, 11 y 13 dividen a b+ 1 y 7 divide a b — 1, se tiene b = 143 x m — 1
para algin m y 7 divide a b — 1 = 143 x m — 2. Como 140 es multiplo de 7, esto significa
que 7 divide a 3 x m — 2.

Podemos tomar m = 3, pues 3 x 3 — 2 = 7, obteniendo b = 143 x 3 — 1 = 428 y
n = 4282 = 183.184, que es un nimero majico. O

2. En el cubo de lado 1 metro de la derecha, con
vértices A, B,C, D, E, F,G, H, considera los si- D , C

guientes puntos: :
= M el punto medio del segmento BC), A :

= N el punto medio del segmento EF,
P el punto medio del segmento AB,
Q@ el punto medio del segmento FH, :
X el punto de corte de los segmentos AM E.; """""""" H
y CP, o*
Y el punto de corte de los segmentos HN y F
FQ.

(a) Calcula el drea del cuadrilatero AMHN.
(b) Calcula la longitud del segmento XY

Solucion:
(a) El cuadrilatero AM HN tiene todos sus lados iguales, luego es un rombo.



Su diagonal mayor es el segmento AH que tiene lon-

gitud (Teorema de Pitdgoras) /3 metros. Su diagonal A
menor es el segmento M N que tiene longitud /2 me-
tros. Por tanto, el area es

VB2 _ VG

—— metros cuadrados.
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(b) Fijémonos en la cara de arriba del cubo y denotemos por d(U, s) la distancia entre

un punto U y un segmento s.

Como X estd en el segmento AM, se tiene
d(X,AD) = 2d(X,AB). Ademds, por simetria,
d(X,AB) = d(X, BC), luego se tiene d(X, AD) =
2d(X, BC) y, por tanto, d(X, BC) = 1.
Anélogamente se tiene d(Y, EF) = d(Y,EFH) =
Asi pues, tenemos

Wl

d(X,Y) = \/(é)Q + (%)2 +12 = @ metros. O
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Segunda etapa: viernes 17 de enero de 2025.

Problema 1. Determina el menor entero positivo n que tiene al menos 4 divisores
diferentes a,b,c,d, con 1 < a,b,c,d < n, de forma que

a+b+c+d=1001.

Solucién. Supongamos que 1 < a < b < ¢ < d < n, de forma que existen enteros
positivos dy, do, d3, d4 de forma que

d1a = de = dgc = d4d =n,

con 1 <dy <ds <dy <di <n.En particular,

1 1 1 1 1 1 1 1\ 7mn
1001 = a + b d= <7 4 7>< <7 242 7):7,
atbretd=n(g+ o+t <n(gratts) =

Aislando n, se tiene que n > 780. Para n = 780, lo dicho en el enunciado es posible, ya
que sus divisores 390, 260, 195 y 156 cumplen que

390 + 260 + 195 + 156 = 1001.

Problema 2. Sea ABC'D un cuadrilatero convexo de forma que ABN CD = Fy AD N
BC = E. Demuestra que los circuncirculos de los tridangulos BFC', AFD, DCE y ABE
tienen un punto en comun.

Solucién. Sean C'y M los puntos de interseccién de los circuncirculos de BF C'y CDE.
Como los cuadrilateros BFMC y CDEM son ciclicos, se cumple que

LDMF = /DMC+ £CMF = /DEC + ZCBA = 180° — ZBAE.

Por lo tanto, el cuadrilatero AF M D es ciclico y, andlogamente, el cuadrilatero ABM E
también lo es. Por lo tanto, se concluye que el punto M es comun a los cuatro cir-
cuncirculos.

Problema 3. Encuentra todas las funciones f: (0, +-00) — (0, +00) que cumplen, para
x, y > 0 cualesquiera, que

f(zf(y) = f(zy) + 2.



Solucién. Sustituyendo z por f(z), tenemos la ecuacién

F(f (@) f(y) = f(f(@)y) + f(z),

de donde se obtiene que

Cambiando los valores de x e y en la ecuacidén inicial, obtenemos que

flyf(z)) = f(yz) +y.

Comparando ambas expresiones, tenemos la ecuacién

@) fw) = flyz) +y+ f(2),

cuyo lado izquierdo es invariante al intercambiar los papeles de = e y. Por lo tanto,

flzy) +y+ f(x) = f(zy) + =+ f(y),

de donde se tiene que
f@)—x=[fy) —v.

En otras palabras, se cumple que f(x)—xz = ¢ € (0, 400). Por lo tanto, cualquier funcién
que pueda satisfacer la ecuacion inicial es de la forma f(x) = 2 + ¢, con ¢ € (0,400).
Para que esa funcién sea solucién, ambos lados de la igualdad tienen que coincidir para
cualquier para (z,y), esto es, las dos expresiones siguientes tienen que ser iguales:

f@fy) =xf(y) +ec=a(y+c)=ay+cx+c
flay)+x=zy+c+rz=ay+x+c

Eso ocurre si, y solamente si, cx = x para todo z > 0, lo cual implica que ¢ = 1. La
Unica solucién es, por lo tanto, f(z) =z + 1.
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