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Teoria de Juegos

Taller de Talento Matematico

En el programa de television FEl
Hormiguero hay una seccion en la que
un colaborador llamado Don Rogelio reta
a personas del publico al siguiente juego:
sobre una mesa hay tres filas de palos,
con tres palos, cinco palos y siete pa-
los respectivamente. FEn su turno, el
jugador puede eliminar tantos palos de
una misma fila como quiera. El jugador
que quite el ultimo palo, pierde. Don Ro-
gelio siempre gana, pero jes posible ga-
narle a Don Rogelio? Figure 1: Juego Nim en El Hormiguero

1 NIM

El juego anterior puede generalizarse al caso de un ntimero arbitrario de montones con un nimero
arbitrario de palos en cada uno de ellos. Recibe el nombre de NIM, y su origen es tan antiguo
como incierto, aunque se cree que nacié en China, y sus primeras referencias Europeas datan del
siglo XVI. Formalicemos las cosas:

Hay n montones de palos situados sobre una mesa, y el monton k tiene xjy palos, k = 1,...,n. Dos
jugadores se turnan para quitar tantos palos como quieran de un mismo montén. Segun se juege
en modo normal o misere el jugador que quite el 1ltimo palo ganard o perdera, respectivamente.
En el programa se juega en modo misere, pero nosotros vamos a realizar el desarrollo en modo
normal, por simplicidad y analogia con otros juegos.

Antes de seguir leyendo, recomiendo probar a jugar contra otra persona unas cuantas partidas. Se
puede empezar jugando con la versién del programa (n =3, 1 = 3, 9 = 5, 3 = 7) o bien probar
con otras cantidades, la idea es enfrentarse al juego durante unos diez minutos aproximadamente.

1.1 Resolucién del NIM

Situacion 1: Hay un solo montén en juego. Naturalmente, el jugador que tenga el turno quitara
todos los palos de dicho montén y ganara, dejando 0 palos.

Situacion 2: Hay dos montones en juego, con el mismo nimero de palos. El jugador actual no
tiene nada que hacer: quite los palos que quite del montén que sea, el otro debera simplemente
quitar los mismos del otro montén hasta que el jugador actual termine por hacer desaparecer uno
de los montones, y el otro termine con el restante, ganando asi la partida.

Situacion 3: Hay dos montones en juego, uno de los cuales tiene mas palos que el otro. El jugador
actual puede entonces quitar ese excedente de palos al montén que mas tenga, dejando el juego en
situacion 2 al otro jugador y por consiguiente ganado la partida él mismo.
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Observamos entonces que las situaciones en las que hay dos montones pueden clasificarse en bue-
nas o malas segiin el nimero de palos de ambos montones sea distinto o igual, respectivamente.
Matematicamente, los tnicos datos que tenemos son los tamanos de los montones, asi que para
etiquetar una situacién como buena o mala tenemos que utilizar este dato. Si los tamanos son
iguales, eso significa que el nimero total de palos en juego es par. La nocion de paridad esta
estrechamente relacionada con el sistema binario.

1.1.1 El sistema binario

Estamos acostumbrados a trabajar con nimeros en el sistema decimal, esto es, dado un nimero,
sus cifras expresan los coeficientes de su descomposicion en base 10. Asi, por ejemplo

57408 =5-10* +7-10° +4-10*+ 0 - 10" + 8 - 10°.

Al descomponer un numero en potencias de base 10, los coeficientes de dichas potencias son
nimeros enteros comprendidos entre 0 y 9. Dichos coeficientes se corresponden con las cifras del
numero. Asi pues, para los nimeros hasta el 9 basta con una sola cifra, mientras que los niimeros
hasta el 99 requieren de un maximo de dos cifras, los niimeros hasta el 999 un maximo de tres
cifras, y asi sucesivamente.

El sistema binario es el andlogo del sistema decimal si tomamos como base el 2. Por ejemplo
59=1-254+1-24+1-2240-22+1-28 4120,

y entonces decimos que la representacién binaria del 59 es 111011, y escribimos 5919 = 1110115.
Puesto que trabajamos con potencias de 2, los coeficientes de dichas potencias en la descomposicion
son numeros enteros comprendidos entre 0 y 1. Dichos coeficientes se corresponden con las cifras
de la representacion binaria del nimero, también llamadas bits. Asi pues, para los nimeros hasta
el 1 basta con una sola cifra, mientras que los niimeros hasta el 3 requieren de un méximo de dos
cifras, los nimeros hasta el 7 un maximo de tres cifras, y asi sucesivamente. El ntmero 59 ha
requerido de seis cifras, pues la menor potencia de 2 que estd por encima del 59 es 64 = 26.

De esta forma, se tiene que un nimero es par si y solamente si la cifra mas a la derecha en
su representacion binaria es 0 e impar si y solamente si dicha cifra es 1. Asi, si expresamos en
binario la suma de los tamanos de los dos montones, podemos ver si el niimero es impar, en cuyo
caso la situacién es buena. Sin embargo, si es par, eso no implica necesariamente que sea mala;
hara falta refinar un poco maés el criterio, y para ello examinar algunos casos mas.

Situacion 4: Hay tres montones en juego, dos de los cuales tienen el mismo nimero de palos, y
el tercero un numero distinto. El jugador actual puede entonces quitar ese tercer montén distinto,
dejando el juego en situacion 2 al otro jugador y por consiguiente ganado la partida ¢l mismo.

Situaciéon 5: Hay tres montones en juego, con cantidades arbitrarias. Esta es, de hecho, la
situacién con la que nos encontramos al principio de la sesiéon (n = 3, 1 = 3, x5 = 5, 23 = 7).
., Qué podemos hacer aqui? Parece que en toda situacion el objetivo iltimo es llegar a la situacion
2, en la cual hay dos montones con el mismo nimero de palos. Pero, jexiste siempre un camino
para ello que asegure la victoria?
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Al haber tres montones (o mas) en juego, ya no nos vale exactamente la idea de sumar los montones
o de mantener montones iguales. Surge asi la necesidad de crear un indicador de cuando una
situacion es de alguna manera similar a la 2, de cudndo los montones que dejamos en juego
mantienen esa relacién caracteristica de un juego con dos montones iguales. Creamos para ello
una operacion en el sistema binario que valga 0 cuando se operen dos cosas iguales, y 1 cuando se
operen dos cosas distintas.

1.1.2 La suma XOR bit a bit

Sean n y m dos ntiimeros en sistema binario. Se define la suma XOR bit a bit de n'y m, y se escribe
n @& m, como el nimero en binario cuyas cifras resultan de operar bit a bit como sigue:

@01
001
1{11]0

es decir, si los bits son iguales el bit resultante es 0, y si son distintos el bit resultante es 1. A
modo de ejemplo, sea n = 1015 y m = 1105. Entonces,

nem=(161)-224+041)-2'+(1©0)-2°=0-22+1-2"+1-2°=011,.
Algunas propiedades de la suma XOR bit a bit son:
a) Es conmutativa pues lo es bit a bit ya que 0 1 =1 0.

b) Es asociativa, pues lo es bit a bit ya que (060)®0 = 05 (060) =0, (060)d1 = 06 (061) = 1,
y analogamente con todas las posibles combinaciones.

c) n®n =0, pues los bits que ocupan la misma posicién son iguales, y 00 =141 = 0. Mas
ain, si n # m, entonces n ® m # 0, pues hay alguna posicién en la que los bits de n y m no
coinciden, dando lugar a un 1 en la correspondiente posicién de la suma.

d) n® 0 = n, pues estamos sumando 0 en cada bit y 0 0=0, 1 ®0 = 1.

De aqui en adelante llamaremos nim-suma a la suma XOR bit a bit. Ademdas, haremos un abuso
de notacién y utilizaremos el simbolo @ entre ntimeros en sistema decimal, significando esto que
la nim-suma de x e y es la representacién decimal de la nim-suma de las representaciones binarias
de z y y. Por ejemplo 519 @ 619 = 1015 B 1105 = 0115 = 349.

1.1.3 La férmula ganadora

En cada situacion de juego, deberemos calcular la nim-suma de los tamanos de los montones en
juego. Si dicha nim-suma es nula, cualquier movimiento provocard una nueva situaciéon con nim-
suma no nula (se cambia al menos uno de los bits de uno de los montones). En caso contrario, si la
nim-suma inicial no fuera nula, podriamos encontrar un movimiento para provocar una situacion de
nim-suma nula. Dependiendo si al principio del juego la nim-suma es nula o no, ganara el segundo
o el primer jugador, respectivamente siempre que en cada movimiento provoque una situacion de
nim-suma nula.

Lo que sigue es la formalizacion de esta formula ganadora, que escapa el nivel al que va dirigida
la sesion, si bien se incluye aqui por si es de interés y utilidad para el lector.
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Sea n € N el nimero de montones del juego y sea [ € N el nimero de movimientos que tiene la
partida. Centrémonos en el movimiento ¢-ésimo, ¢ = 1,...,[{. Sean z1,...,z, € N los tamanos de
cada montén antes de tal movimiento, y sean yq, ..., y, € N los tamanos de los montones respectivos
después de tal movimiento. Sean s =21 ® - Br, yt =y B - D Yn.

En el ejemplo de la figura 2 tenemos represen-

tadas la situacién inicial del juego y el resul-
C o v tado del primer movimiento (¢ = 1). En este
cason =4, 11 =y =1, x9 =y = 3, v3 = 5,
Y3 =2, x4 = y4 = 7. Asi pues,
[ ] [] [] [] [ [ ] [}

s=103®5®7=0

e e e e e e e e e t=10p30207=7
Notar que, légicamente, todos los z; coinciden
con los y; salvo uno, el del montén donde se ha

Figure 2: Ejemplo de movimiento en juego NIM producido el movimiento.

En el modelo general, supongamos, sin pérdida de generalidad, que el movimiento se realiza en el
montén k-ésimo, por lo tanto z; = y; para cada j # k y x; > yi. Se tiene que
t=0&81
=sPOsDt
=sO (@D D) D (Y1 D DY)
=s®@1Dy) B S (Tn D Yn)
=s00@ - D(zp OY) ©--- D0
=3sDxr DYk

Lema 1: si s = 0, entonces ¢t # 0 independientemente del movimiento.

Demostracion: asumiendo que el movimiento se realiza en el montén k, se tiene por lo anterior
quet=s®xr Dypr = 0D xx D yr = xx D yr. Puesto que xy # yi, esta nim-suma no es nula. Asi,
t=x, ®yp #0.

Lema 2: si s # 0, entonces existe algiin movimiento para el cual t = 0

Demostracion: sea d la posicion del bit distinto de 0 més a la izquierda en la representacién binaria
de s. Sea k tal que el bit d-ésimo de la representacion binaria de xj; sea también distinto de 0, que
existe, pues en otro caso el bit d-ésimo de s seria 0.

Hagamos un movimiento en el montéon k£ de manera que y, = s @ g, lo cual es posible porque
s @ xp < xp: todos los bits a la izquierda del d-ésimo son iguales en ambos ya que son nulos en s,
el bit d-ésimo disminuye de 1 a 0, porque sumamos 1 1, y cualquier cambio en los bits restantes
ascenderd a 2¢ — 1 como méaximo:

om L. 2d+1 2d 2d—1 .. 2T 20

s 0 |[--- 0 1 Sa_1 e Sy So

Ty Xy | | Xgpr | 1 Xg_1 e X1 Xo
s@xp | Xon | - | Xag1 | 0 | Sqm1 @ Xgy | -+ | S1© Xy | So @ Xy
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Tal movimiento resultard en t = s@ r, Dy, = P B (sDap) = (sDS) P (2, P wg) =000 =0.

En el ejemplo anterior, la nim-suma inicial era
nula, de modo que el lema 1 garantiza que

[ ] [ ]
cualquier movimiento da lugar a una situacion
de nim-suma no nula, como la de la figura 3.
° [ ] [ ] ] [ ] 0
Ahora, al ser la nim-suma no nula, podemos
. . . . hacer un segundo movimiento (i = 2) que dé

lugar a una situacion de nim-suma nula, por

el lema 2. Puesto que s = 79 = 1115, d =
R R O I R | 2, v necesariamente k = 4 con lo que xp =
710 = 1115. El movimiento tiene que ser tal
que yr = s ® x, = 0, asi que hay que eliminar
todos los palos de la ultima fila. En efecto asi
conseguimos t =1®3G2d 0 = 0.

Figure 3: Ejemplo de movimiento para nim-suma nula

Teorema (NIM): La estrategia ganadora consiste en terminar cada movimiento con una nim-
suma de los tamanos de los montones que hay en juego nula.

Demostracion: Si se sigue dicha estrategia, por el lema 1 el oponente dejard una situacion de
nim-suma no nula, y por el lema 2 en el siguiente turno se podra de nuevo dejar una situacién de
nim-suma nula. El Unico que puede ganar la partida es el que sigue el camino de las situaciones
de nim-suma nula, pues la situacién final ganadora, aquella en la que ya no quedan palos, tiene
nim-suma nula trivialmente.

Observacion: En el supuesto de que ambos jugadores conozcan la estrategia, el segundo ganara
siempre que la nim-suma de los tamanos iniciales sea nula, ya que el tal caso su el movimiento
inicial del primer jugador dejard una nim-suma no nula por el lema 1, pudiendo el jugador 2
devolver el juego a una nim-suma nula por el lema 2, y asi sucesivamente. En el caso de que la
nim-suma inicial sea no nula, ganara el primer jugador, pues podra hacer un movimiento para
poner el juego en nim-suma nula por el lema 2, y entonces el segundo dejard una nim-suma no
nula independientemente del movimiento que haga, por el lema 1; y asi sucesivamente.

Figure 4: Ejemplo de partida completa con | = 6. Puesto que inicialmente s = 0, gana el segundo jugador.

Corolario (Teorema de Don Rogelio): Fn el juego de Don Rogelio gana siempre la persona
que empiece mediante la siguiente estrategia: hacer un movimiento que remita a alguna de las
siguientes situaciones: {0,1,1}, {0,2,2}, {0,3,3}, {0,4,4}, {0,5,5}, {1,2,3}, {1,4,5}, {1,6,7},
{1,8,9}, {2,4,6}, {2,5,7}, {3,4,7}, {3,5,6}.
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1.2 Definicion de juego y concepto de estrategia

La teoria de juegos es un area de la matematica aplicada que utiliza modelos matemaéticos para
estudiar interacciones en estructuras formalizadas de incentivos, llamadas juegos. Fue desarrol-
lada en sus inicios para entender el comportamiento de la economia, pero recientemente se ha
empezado a usar en el desarrollo de inteligencias artificiales, por su aplicacién a la construccion de
comportamientos racionales.

Se llama juego al conjunto de reglas que describen la situacion modelada, mientras que se llama
partida a cada realizacién de un determinado juego. Asimismo, se llama movimiento a la
posibilidad de eleccion de un jugador de acuerdo a las reglas del juego, mientras que se llama
eleccion a la alternativa realizada. Asi pues, un juego es una secuencia de movimientos, mientras
que una partida es una secuencia de elecciones. Se llama situacién a cada una de las posibilidades
que pueden darse en un juego tras una secuencia de movimientos concreta.

Dado un juego, una estrategia para un jugador es un plan de acciéon para cualquier situacién
que pueda aparecer, determinando completamente la forma de tomar cada eleccion de la partida.
Una estrategia se dice ganadora si al seguir un jugador concreto dicha estrategia estd asegurada
su victoria en toda partida de dicho juego. Por ejemplo, una estrategia en el NIM es quitar
siempre un palo del montén que mas palos tenga, pero claramente no es una estrategia ganadora.
La estrategia consistente en realizar un movimiento que conduzca a una situacién de nim-suma
nula si es ganadora para el jugador que pueda efectuarla. En el caso del juego de Don Rogelio, la
estrategia puede reducirse a memorizar una serie de situaciones y realizar elecciones de movimiento
que conduzcan a alguna de ellas.

Se dice que un juego es combinatorio cuando hay dos jugadores y la informacién es completa
para ambos, sin dejar ninguna eleccién a la suerte. Son juegos combinatorios desde el Tres en
Raya hasta el Ajedrez, pasando por el NIM. Los juegos combinatorios presentan una teoria mas
sencilla que otros juegos mas generales, siendo interesantes para introducirse en esta extensa rama
de las matematicas.

2 CRAM

Pasamos ahora a presentar un segundo juego que es en esencia més sencillo que el NIM, pero que
nos va a ayudar a introducir algunas nociones de analogia y diferencias entre ambos para continuar
ahondando en la teoria de juegos.

Hay un tablero con una cuadricula de tamano n x m. Dos jugadores se turnan para colocar fichas
de dominé (de 2 x 1) en vertical u horizontal sobre el tablero. El jugador que coloque la ultima
ficha gana, o dicho de otro modo, el jugador que no pueda colocar una ficha pierde. Asi pues, se
trata de un juego combinatorio.

Nuevamente recomiendo que antes de continuar busquéis a un oponente contra el que jugar algunas
partidas. Es buena idea probar con tres tipos de tableros: uno con n y m par, uno con n y m
par, y uno con n impar y m par. La idea es enfrentarse al juego durante unos diez minutos
aproximadamente, tratando de pensar en una posible estrategia (os avecino que va a ser mucho
mas facil que la del NIM).



Diego Recaj Arbiol y Sixto Martinez Gan - Asociacion de Estudiantes de Matematicas de Unizar, Matemanicos 7

2.1 Resolucién del CRAM

Caso 1 (n y m pares): la estrategia ganadora es en este caso para el segundo jugador, y consiste
en reflejar el movimiento del otro jugador con respecto del centro, lo cual es posible por la paridad
de n y m, en concreto las fichas reflejadas no se solapan con las otras. Siguiendo esta estrategia el
segundo jugador siempre va a poder colocar ficha:

e Si la casilla que quiere ocupar esta ocupada por el primer jugador, eso quiere decir que en el
turno en el que el primer jugador ocup6 dicha casilla, el segundo jugador ocupd la simétrica;
pero la casilla simétrica es la que acaba de ocupar el primer jugador; contradiccién.

e Si la casilla que quiere ocupar estd ocupada por el segundo jugador (él mismo), eso quiere
decir que la ocupd haciendo el movimiento simétrico a uno anterior del primer jugador, pero
eso querria decir que en este movimiento, el primer jugador ha ocupado una casilla que ya
habia ocupado antes; contradiccion.

Acabamos de demostrar que después de cada movimiento del primer jugador, el segundo siempre
puede hacer otro. Esto prueba que el segundo jugador nunca se queda sin movimientos y, como el
juego es finito, el primer jugador perderia necesariamente.

Caso 2 (n impar y m par): en este caso se pierde la condicién de que las fichas simétricas no se
solapen, pues hay una en el centro que coincide consigo misma. La estrategia ganadora entonces es
para el primer jugador, y consiste en colocar su primera ficha ahi. De tal manera habra convertido
el tablero en uno en el que las fichas simétricas ya no se solapan, y sera el segundo jugador de este
nuevo juego, pudiendo aplicar la estrategia del caso 1.

Caso 3 (n y m impares): El caso general de este tablero no estd resuelto. Si que hay algunos
tableros resueltos, como el caso 3 x 3, pero para ello va a hacer falta analizar el juego de otra
manera, introduciendo una nueva herramienta matematica.

2.1.1 Grafos dirigidos

En Mateméticas, un grafo G = (V, E) es una construccién formada por un conjunto de vértices
V = {xy,...,2;} y un conjunto de aristas £ que consta de parejas de elementos de V', es decir,
parejas de vértices. Si la pareja (z;,x;) pertenece al conjunto E significa que hay una conexién
entre el vértice x; y el vértice z;.

Pueden considerarse grafos en los que las aristas representen conexiones unidireccionales, es decir
que haya conexién de x; a x;, y por tanto (x;,x;) € E, pero no la haya de z; a z;, y por tanto
(xj,2;) ¢ E. Este tipo de grafos se llaman grafos dirigidos.

2.1.2 Resolucién del caso 3 x 3 con un grafo dirigido

Vamos a construir un grafo cuyos vértices sean las posibles situaciones del juego CRAM en un
tablero 3 x 3 (salvo simetrias y rotaciones) y haya una arista de un vértice a otro siempre que se
pueda pasar de la primera situacion a la segunda. Légicamente es importante la direccién de la
flecha, asi que es un grafo dirigido. En particular, cada conexién podra ir en un tunico sentido,
pues se pueden poner fichas pero no quitarlas.
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Figure 5: Grafo de situaciones para CRAM 3 x 3

Ahora que ya lo tenemos construido, vamos a colocar etiquetas a las situaciones (vértices) segun
si el jugador que tenga el turno en dicha posicion pueda ganar o no. En el primer caso pondremos
un v/, y el segundo pondremos una x. Observamos lo siguiente:

e Si desde la situacion que examino solamente puedo llegar a situaciones marcadas con v/, esta
debera ir marcada con una X, pues haga lo que haga el siguiente jugador podra ganar.

e Si desde la situacién que examino puedo llegar a alguna situacién marcada con X, esta
situacién deberd ir marcada con un v/, pues podré ganar si sigo la estrategia de ir a la
situacién marcada con X, en la que el siguiente jugador no puede ganar.

Figure 6: Grafo de situaciones para CRAM 3 x 3 con etiquetas de situaciones ganadoras
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Construido el grafo con sus correspondientes etiquetas, basta ver qué etiqueta tiene la situacion de
tablero vacia para determinar qué jugador tiene la estrategia ganadora, que consistirda en colocar
las fichas de forma que obtenga una situacién x, de la cual el otro jugador solo podra construir
una situacién v, y a asi sucesivamente. En el caso 3 x 3, la situacion de tablero vacio va marcada
con X, asi que ganara el segundo jugador con la estrategia antes mencionada.

2.2 Forma extensiva de un juego

Se llama forma extensiva de un juego al grafo dirigido cuyos vértices son todas las posibles
situaciones y cuyas aristas unidireccionales representan la existencia de un movimiento que lleve
el juego desde una situacién a otra.

Es interesante ver que la forma extensiva de un juego conforma en si misma una estrategia ganadora
para el mismo: bastard etiquetar adecuadamente cada uno de los vértices del grafo y determinar a
partir de la etiqueta de la situacion inicial qué jugador estd en posesion de la estrategia ganadora,
que consistira en elegir siempre movimientos que lleven a una situacion etiquetada con Xx.

El juego del NIM también puede representarse en forma extensiva, y tras asignar las correspon-
dientes etiquetas, las situaciones marcadas con X son aquellas y solamente aquellas que tienen
nim-suma nula. La estrategia ganadora construida a partir de la forma extensiva coincide en-
tonces con la desarrollada a partir de la nim-suma en la seccién (1.1.3).

Figure 7: Grafo de situaciones para NIM 2,3 con etiquetas de situaciones ganadoras

Juegos de NIM mas grandes también son modelizables en forma extensiva, pero el grafo es cada
vez menos controlable. De la misma manera, tedricamente existe un grafo que representa la forma
extensiva del ajedrez, pero es tan sumamente grande que no es factible de hacer, mucho menos de
memorizar.



