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Superficies minimales, hablemos de pompas de jabon y
de curvatura

Victor M. Manero

Comencemos con una cuestion: ¢qué pasaria si introducimos, en una solucion
jabonosa, un alambre con forma de curva cerrada? Al extraer el alambre del jabon,
posiblemente tras varios intentos, se formara una superficie que tiene a dicho alambre
por borde.

Figura 1. Pelicula de jabdn

Existen muchas posibles superficies que tienen a este alambre por borde, sin embargo,
al repetir el proceso vemos que la superficie de jabon que se obtiene es siempre la
misma. Y es que, de entre todas las posibles formas que puede adquirir la pelicula de
jabdn, ésta adopta siempre una configuracion concreta que depende, Unicamente, de la
forma del alambre que constituye su borde. Pero, ;qué tiene esta superficie, escogida
por el jabon, que la hace preferible a las deméas? La caracteristica que hace especial a
la superficie adoptada por el jabon es que de todas las posibles superficies que tienen
por borde al alambre ésta es la que posee menor area. Esto ocurre debido a que al ser
la superficie con menor area, es la que requiere menos energia para formarse.

Origenes

El origen del estudio de este tipo de superficies es atribuido a Lagrange (1760) quien
en la segunda mitad del siglo XV1I1 se planted el siguiente problema:

Dada una curva cerrada en R3, ¢cudl es la superficie z = z (x,y) que tiene a dicha
curva cerrada por borde y cuya area es minima?

Quienes se dedicaron al estudio de este problema pronto se percataron de que podian
dar una caracterizacién de estas superficies en términos de ecuaciones en derivadas
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parciales obteniendo que dichas superficies son aquellas que satisfacen la ecuacién de
Euler-Lagrange:

- (62)2 0%z ) 0z 0z 0°z (14 (62)2 0%z 0
dx) Joy2 "~ 0xdydxdy dy) )ox?
Unos afios mas tarde Meusnier (1785) observd que dichas superficies tenian
propiedades geométricas muy interesantes, en particular probé que la ecuacion de
Euler—Lagrange implica que la curvatura media de la superficie sea nula en todos

sus puntos. Estas superficies —las que tienen curvatura media nula- se conocen como
superficies minimales.

Pero, ¢qué es la curvatura media? Para poder introducir este concepto, tenemos que
hacer un pequefio viaje a través de una idea importantisima en geometria: la
curvatura.

Curvatura en dimension 1

La curvatura es un concepto que transmite la idea de cuanto se aleja una curva o una
superficie de ser, respectivamente una recta o un plano. Podemos definir la curvatura,
(la Nlamaremos k) de una curva plana C como una funcién que a cada punto p de
dicha curva le asocia un nimero real:

k:C » R
p - k(p)

Dado un punto p de una curva C plana, podemos pensar en la circunferencia tangente
a C en p que mejor se ajusta a la curva. La curvatura en p, es decir k(p), se puede
interpretar como el inverso del radio dicha circunferencia.

k(p) =1/r

Figura 2. Curvatura de una curva plana en un punto de la misma.

Notar que esta idea de curvatura es congruente con nuestra intuicion original de que
se trate de una funcion que mida, como de distinta es nuestra curva, respecto de una
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recta. Los puntos en los que la curva se parezca mas a una recta la circunferencia
tangente a la curva tendré radio grande por lo que la curvatura sera pequefia. Por el
contrario, los puntos de la curva en los que ésta se aleje mas de ser una recta la
circunferencia tangente tendra un radio menor por lo que su curvatura, al venir dada
por el inverso del radio, serd mayor.

En el caso particular de que nuestra curva fuera una recta se puede interpretar que la
circunferencia tangente que mejor se ajusta dicha recta en cada punto, es aquella que
tiene radio infinito lo cual nos aporta, tal y como deseabamos, un valor nulo para la
curvatura en todos los puntos de la recta.

k(R)=0
Figura 3. Curvatura de una recta.
Por otra parte si nuestra curva fuera por ejemplo, una circunferencia, S la

circunferencia tangente que mejor se ajusta a ella en cada punto es ella misma, por lo
que la curvatura seria, en todo punto, el inverso de su radio.

k(SH =1/r

Figura 4. Curvatura de una circunferencia.
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En estos dos casos particulares la curvatura permanece constante para todo punto de
la curva, pero en general este valor variara para los distintos puntos de la misma.

Conocido como se define la curvatura en cada punto de una curva plana, ¢como
podemos definir la curvatura de una superficie?

Curvatura en dimension 2

Pensemos ahora en una superficie M cualquiera y tomemos un punto p de la misma.
Podemos escoger un vector normal 72, es decir, que sea perpendicular a la superficie
en ese punto. Digo escoger, porque nuestro vector normal puede apuntar hacia un lado
de la superficie o hacia el otro, este hecho hara que podamos tener curvaturas
positivas y negativas.

Tomamos todos los planos que contienen al vector normal, los podemos parametrizar
por medio de una direccion a, y hacemos su interseccion con la superficie M,
obteniendo asi para cada direccion a una curva plana sobre M que llamaremos C,.

Figura 5. Curva plana en una superficie.

Por tanto, para todo punto p de una superficie M y dada una direccion a podemos
definir la curvatura en esa direccién como

k(a) : C, » R
p — k(a,p)

Cabe destacar que para una superficie y un determinado punto obtendremos distintos
valores de la curvatura segun la direccién que tomemos. Los valores maximo y
minimo de estas curvaturas son lo que se conocen como curvaturas principales y
usualmente se denotan como k, y k,, respectivamente.

Definida la curvatura de una superficie en un punto, en una cierta direccion, seria
deseable definir una funcion curvatura que no dependiera de direcciones. Existen
varias maneras; en el presente articulo presentamos dos: la curvatura de Gauss y la
curvatura media.
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Curvatura de Gauss

Una de las curvaturas mas conocidas es la curvatura de Gauss, y se define como el
producto de las curvaturas principales

K = klkZ!
por tanto si M es una superficie, su curvatura de Gauss viene dada por

KM -> R
p = K(p) = kik,.

La curvatura de Gauss permite distinguir tres tipos de puntos en una superficie:

e Elipticos si K > 0. Las dos curvaturas principales tienen el mismo signo.

—
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M ko >0

Figura 6. Curvatura de Gauss positiva.

e Parabolicos si K = 0. Al menos una de las curvaturas principales se anula.
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Figura 7. Curvatura de Gauss nula.
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Figura 8. Curvatura de Gauss negativa.

Estos ultimos se suelen Ilamar puntos silla por su semejanza con las sillas de montar
de caballos.

Cabe destacar que en una misma superficie podemos encontrar puntos de las tres
clases, uno de los ejemplos mas sencillos con puntos de las tres clases es el toro
St x st

Figura 9. Curvatura de Gauss de los puntos del Toro.

donde la linea punteada esta formada por puntos parabolicos, mientras que en la parte
central y en la méas exterior tenemos, respectivamente, puntos hiperbdlicos y elipticos.

Curvatura media
La curvatura media de una superficie, en un punto de la misma, es el valor medio de
la curvatura en todas sus direcciones. Es decir se toman todas las curvaturas de las

curvas planas C, que nos aparecen en las distintas direcciones y hacemos la media.
Por lo tanto, la curvatura media se define como

_ i 21
H=— Jy k(a) da.

Gracias al conocido como Teorema de Euler se puede dar una definicion equivalente
de curvatura media en la que no aparecen integrales utilizando las curvaturas
principales.
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Dicho teorema (Euler, 1760) establece que dada una superficie y un punto p de la
misma las curvaturas principales existen y sus respectivas direcciones son
perpendiculares. Ademas, determina que se puede calcular la curvatura en cualquier
direccién sin mas que conocer las curvaturas principales y el angulo a formado por la
direccion de la curva y la direccion de la curvatura principal k; .

Figura 10. Curva plana sobre una superficie.

Asi la curvatura de C, viene dada por
k(a) = kq cos?a + k, sina,

por lo que sustituyendo en la definicion de curvatura media e integrando, tenemos que

1 21

H=—
2m ),

(kicos?a + kysin?a) da

1 21

2m 1
=—k1f cos’a da+—sz sina da,
2 0 21 0

donde el valor de estas dos ultimas integrales es conocido

a 1 a 1
f cos’a da = > + Zsin(Za) +cte; y fsinza da = 5 Zsin(Za) + cte,

siendo cte, Y cte, constantes de integracion. Por tanto, sin mas que sustituir se
obtiene que la curvatura media puede ser definida equivalentemente como la media
de las dos curvaturas principales

1

En conclusién, dada una superficie M, su curvatura media viene dada por

HM - R
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1
p - H(P)=E (k1 + k3)

Superficies con curvatura media nula

Habiamos comentado, al comienzo del articulo, que las superficies minimales se
pueden describir como aquellas que tienen curvatura media nula en todos sus puntos,
es decir H = 0. Cabe destacar que una primera consecuencia de este hecho es que en
las superficies minimales se satisface que

k, = —k;,
por lo que la curvatura de Gauss en todos sus puntos sera

K = —k2,
Esto ultimo implica que en una superficie minimal todos sus puntos son
hiperbolicos, es decir, puntos silla (si k; es no nulo) o es una superficie plana (si k;

es nulo). Maravilloso resultado de estructura el que acabamos de obtener sin méas que
aplicar las definiciones de curvatura media y de Gauss.

Ejemplos
Dos de las superficies minimales més conocidas -ademas del plano- son el parabolide

hiperbdlico y el hiperboloide de una hoja, los cuales podemos ver en las figuras
siguientes:

Figura 11. Parabolide hiperbolico (izda.) e hiperbolide de una hoja (dcha.)

Si nos fijamos en un punto cualquiera de alguna de estas dos superficies podemos
apreciar como las curvaturas principales tienen signos distintos.
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Un poco de fisica

El hecho de que las peliculas de jabon adopten siempre, entre todas las posibles
formas, aquellas que tienen curvatura media nula, no es un hecho ni mucho menos
casual.

“La justificacion fisica de este fendmeno esta en la ecuacion de Laplace-Young, en honor del
matematico francés Pierre Simon Laplace (1749-1827) y del fisico inglés Thomas Young
(1773-1829), la cual establece que la diferencia de presion entre ambos lados de una pelicula
0 pompa de jabon viene dada por el producto de la tension superficial y la curvatura media de
la superficie que se forma.” (Alias, 2002, p.38)

Concretamente la ecuacion de Laplace-Young se puede expresar como

Ap = —}/H,
donde Ap es la diferencia de presién a ambos lados de la pelicula de jabén, y es la
tension superficial y H es la curvatura media.

Por lo tanto, si pensamos en peliculas de jabdn lo suficientemente finas y que no
separen el espacio Euclideo, se tiene que la presién a ambos lados de las mismas es
exactamente igual por lo que la diferencia de presion Ap es nula. Teniendo en cuenta
que existe tension superficial en la pelicula de jabon, la ecuacién de Laplace-Young
fuerza a que la curvatura media de la superficie adoptada ésta sea exactamente nula en
todos sus puntos.

Superficies minimales en la vida cotidiana

Desde un punto de vista practico, las superficies minimales han sido muy utilizadas
en multiples y diversos campos como por ejemplo en industria, arquitectura y musica.

e Superficies minimales en industria.
Puesto que estas superficies minimizan el area, su uso puede producir importantes

reducciones de gastos y por ello no es nada extraiio encontrar ejemplos incluso en las
patatas fritas:

Figura 12. Patata frita con forma de paraboloide hiperbélico.

e Superficies minimales en arquitectura.
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La arquitectura también es un campo habitual de aparicion de superficies minimales.
Su uso puede permitir abaratar costes en materiales al minimizar el area, pero ademas,
al tratarse de las superficies que se forman de manera natural tienen buenas

propiedades fisicas como la reduccidn de tensiones superficiales.

Figura 13. Estadio Olimpico d unich.

Por otra parte, tal y como indica Alsina (2005, pp.122-123) este tipo de superficies
tienen buenas propiedades difusoras por lo que no es extrafio que las centrales
nucleares las hayan adoptado para las chimeneas que expulsan el vapor.

Figura 14. Chimeneas de una central nuclear con forma de hiperboloide de una hoja.

e Superficies minimales en musica.

Las buenas propiedades difusoras de estas superficies, ya apuntadas por Alsina (2005,
pp.122-123) han fomentado su aparicion en herramientas de difusion del sonido como

pueden ser gramofonos, campanas, instrumentos musicales...
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Figura 15. Gramé6fomo con forma de medio hiperboloide de una hoja.

“La forma de una campana tiene la funcion de difundir [...] los sonidos lejos del
campanario y resulta ser mas idoneo en forma de medio hiperboloide ...” (Alsina,
2005, p.122)

Experimentacion

Para obtener nuestros propios ejemplos de superficies minimas basta coger un
alambre cerrado, (o varios), al que daremos distintas formas y una solucion jabonosa
en la que sumergirlo. Experimentando se puede comprobar que, en efecto, las
superficies obtenidas cumplen que todos sus puntos son puntos silla a no ser que se
trate de una superficie plana.

Ademas podremos identificar la aparicion de superficies que nos resultan familiares
debido al gran uso que aparece de superficies minimales en la vida cotidiana.
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