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1 Introduccion

En las siguientes notas veremos las soluciones de varios problemas de geometria que han
aparecido en Olimpiadas de Mateméticas. Al principio nos centraremos en los problemas
de las fases locales de la OME (Olimpiada Matematica Espanola) de los iltimos dos cursos
para tomar contacto directo con el tipo de problemas que seguramente aparezcan en la
proxima OME. Para cada problema concreto estudiaremos previamente la teoria necesaria
para poder resolverlo.

Al final mencionaremos algunos resultados tedricos extra que no hayan aparecido antes
pero que son importantes y quizé los necesitéis en problemas futuros. Os dejaré algunos
problemas (con soluciones) para que los intentéis en casa y también mencionaremos otras
fuentes de problemas por si alguien quiere hacer mas.

Para no repetirnos demasiado, vamos a adoptar la siguiente notacién durante todo
el texto. En todos los teoremas que siguen tenemos un triangulo AABC, los dngulos
respectivos los denotamos por «, 8, v y los lados opuestos tienen longitudes a, b, c. R
denota el radio de la circunferencia circunscrita, r el de la inscrita, h,, ... la longitud de
la altura correspondiente al lado a, myg, ... la mediana relativa al lado a, (ABC) el édrea
del tridngulo, s el semiperimetro, I el incentro, O el circuncentro, H el ortocentro y G el
baricentro.

2 Problemas de la Fase Local 2017-2018

2.1 Desigualdad triangular. Los nimeros a,b,c > 0 son los lados de un tridngulo si y
solo st cualquiera de ellos es menor que la suma de los otros dos. Es decir,

a<b+4+c, b<a+c c<a+hb.

Por ejemplo, 2, 3,4 son los lados de un triangulo pero 2, 3,5 no. Notar que en realidad
nos basta comprobar que el lado mayor es menor que la suma de los otros dos.

2.2 Problema. Determinar los ntimeros reales « > 1 para los cuales existe un triangulo
cuyos lados tienen longitudes

2?41, 228 +2%+20+1, -1
Solucion. Denotemos por a, b, ¢ las cantidades de arriba; es decir,
a=2*+23 422 +2+1, b:=222+22+2x+1, c:=z*—-1.

Como z > 1, notar que a,b,c > 0. Es inmediato que a > ¢, luego tenemos que a + b > c.
También es muy directo probar que b+ ¢ > a y a + ¢ > b (basta simplificar y usar que
x > 1). Por tanto, usando la desigualdad triangular deducimos que para todo = > 1
las cantidades del enunciado forman los lados de un triangulo. O



2.3 Definiciones.

e La mediatriz de un segmento es la recta que perpendicular al segmento por su
punto medio. Observar que los puntos de la mediatriz equidistan de los extremos
del segmento. Usando este hecho es ficil ver que las mediatrices de los lados de un
tridngulo se intersecan en un punto, al que llamaremos circuncentro del tridngulo.
Este punto es el centro de la circunferencia circunscrita al tridngulo.

e Una altura de un tridngulo es una recta perpendicular a uno de los lados que pasa
por el vértice opuesto. Es facil ver que las tres alturas de un tridngulo se cortan en
un punto, al que denominaremos ortocentro del tridangulo.

e La bisectriz de un dngulo es la recta que lo divide en dos angulos iguales. Los
puntos de esta recta equidistan de las rectas que forman el angulo. El incentro es el
punto donde se cortan las bisectrices y es el centro de la circunferencia inscrita
al tridngulo.

e Una mediana de un tridngulo es una recta que une uno de los vértices con el punto
medio del lado opuesto. Las tres medianas de un tridngulo se intersecan en un
punto, al que denominaremos baricentro (o centro de gravedad) del tridngulo. La
distancia del baricentro a cada vértice es 2/3 de la longitud de la mediana asociada
(por ejemplo, AG = 2/3m,). Este hecho se usa para demostrar la concurrencia de
las medianas.

Nota. Por abuso de notacién, entenderemos que las palabras altura, bisectriz y mediana
son a veces rectas y otras veces segmentos que unen vértices de un tridngulos con puntos
en su lado opuesto (en el caso de la mediana seria el punto medio y en el caso de la altura
serfa lo que denominamos el pie de la altura). Con hg,b, y m, siempre entenderemos
que son segmentos.

2.4 Problema. Sea AD la mediana de un tridngulo ABC tal que ZADB = 45° y
ZACB = 30°. Determinar el valor de ZBAD.

Solucion.

Sea E el pie de la altura del vértice B (es decir, BE 1. AC en E). Como ZBEC = 90°,
deducimos que la circunferencia circunscrita al triangulo BEC' tiene didmetro BC', y por
tanto su centro es el punto D. Luego DE = DB = DC'. Entonces ZDEC = ZECD = 30°
y ZBED =90° — ZDEC = 60°. Como ED = BD tenemos que /DBE = /BED = 60°,
luego el triangulo ABED es equilatero. Por tanto, /EDA = 15°. Como JAED =
90° + ZBED = 150°, deducimos que ZDAFE = 15° = /EDA. Asi que AE = ED = EB.
Luego /ZEBA = /BAFE = 45° y entonces Z/BAD = 30°. O



2.5 Expresiones en términos de los lados de un triangulo.

e Area: (ABC) = Vs(s —a)(s —b)(s — ¢), donde s = (a+b+c)/2 es el semiperimetro.

V2b% 4 2¢2 — a2
5 )

e Mediana: m, =

e Altura: h, = 2\/3(3 —a)(s—=b)(s—c).

2

e Bisectriz: b, = m\/bcs(s —a).
abc
4y/s(s —a)(s —b)(s — o)
Vs(s—a)(s—b)(s—c)

e Radio de la circunferencia inscrita: r = .
s

e Radio de la circunferencia circunscrita: R =

2.6 Teorema del coseno.
& =a®+b%—2ab cosn.

Luego el dngulo 7 es agudo si y sélo si ¢? < a® + b% y es obtuso si y sélo si ¢ > a? + b.
Cuando v = 90, obtenemos el Teorema de Pitagoras.

2.7 Problema. Probar que:

1. La suma de las distancias desde un punto de la superficie de la esfera inscrita en un
cubo de R3 a todas las caras del mismo no depende del punto elegido.

2. Misma cuestion anterior para la suma de los cuadrados de las distancias.
3. Misma cuestién que las anteriores para la suma de los cubos de las distancias.

Solucion. Sea r el radio de la esfera y £ el lado del cubo. Notar que £ = 2r. Sea P un
punto de esfera.

1. Geométricamente, es inmediato ver que la suma es 3/.

2. Usando el Teorema de Pitdgoras es inmediato ver que podemos reducir la suma
de los 6 cuadrados del enunciado a PA? + PB2, donde A y B son vértices opuestos
del cubo.

2r

2r

2r



Y ahora basta usar la féormula de la mediana en términos de los lados

3. Basta usar la férmula
3
ud + 03 = (u+v) = 3uv(u+v) = (u+v)® - §(u +0)[(u 4 v)% — (u? + v?)).

tomando u, v las distancias de P a una cara y a la cara opuesta, sumando y usando
los apartados anteriores.

O

3 Problemas de la Fase Local 2016-2017

3.1 Problema. Sea E una elipse y consideremos tres rectas paralelas ri,79 y r3, cada
una de las cuales corta a F en dos puntos distintos. Sean estos puntos Ai, B1, As, Bo y
As, B3, respectivamente. Probar que los puntos medios de los segmentos A1 B1, A2Bo v
Az B3 estan alineados.

Solucion. El resultado es inmediato en el caso de que la elipse sea una circunferencia.
Estas tres rectas determinan tres cuerdas y sus puntos medios son los puntos de corte de
las rectas con un diametro perpendicular a todas ellas. En otro caso, pensando en la elipse
como la interseccién de un cono con un plano (el cono de Apolonio), la proyeccién sobre
un plano perpendicular al eje del cono nos da una circunferencia y las rectas paralelas se
proyectan en rectas paralelas. O

3.2 Semejanza. Si dos tridngulos tienen dos dngulos iguales, los triangulos son seme-
jantes. Cuando dos triangulos son semejantes, sus lados, alturas, medianas, bisectrices,
el radio de la circunferencia inscrita y el de la circunscrita son proporcionales. Si esa
constante de proporcionalidad es k, entonces la relacién entre las areas de los tridangulos
es k2. Otros criterios de semejanza son:

e Un angulo igual y los lados adyacentes proporcionales.
e Los tres lados proporcionales.

Diremos que dos tridngulos son congruentes cuando son semejantes y la razén de pro-
porcionalidad es 1. Es decir, podemos obtener un tridngulo a partir de una rotacién y una
traslacién del otro tridngulo.

3.3 Problema. Sea T un tridngulo de dngulos «, 8 y «y. {Para qué valores de o, 5y v el
tridngulo T se puede dividir en tres triangulos congruentes entre si?

Solucion. Supongamos primero que tenemos una distribucién de los tres tridngulos como
en la siguiente figura:




es decir, con un punto interior P. Denotemos por r,s y t los angulos de los tridngulos
congruentes. Sea r = ZBPA (sin pérdida de generalidad). Notar que r + ZAPC > 180°
yr+/CPB > 180°. Como 7+ s+t = 180°, tiene que ser ZAPC = /ZCPB = r. De aqui
se deduce inmediatamente que 1" es equilatero. Y esta es, en efecto, una solucién posible;
es decir, a = = v = 60°.

Supongamos ahora que tenemos una distribucion de los tres tridngulos como en la
siguiente figura:

O]

Denotemos por r = Z/BPQ, s = ZPQB yt=/ZQPB. Notar que entonces ZAQP =
r + t, luego sélo puede ser ZAQP = s, y por tanto s = 90°. Entonces AP = PB (lados
opuestos a los dngulos s). Luego ZPAQ = ZQBP =t y por tanto ZQPA = r. Notar que
ZPCA = s =90° (dngulo opuesto al lado AP en el triangulo AC'P). Entonces sélo puede
ser ZAPC =r,yaquet+2r <t+r+s = 180°. Luego r = 30° y por tanto ¢ = 60°. Notar
que esta solucion es posible (i.e., que los dngulos a, f y v sean 30°,60° y 90° en cualquier
orden).

La situacién en la que los tres tridngulos comparten un vértice (por ejemplo el vértice
A como en la siguiente figura) es facilmente descartable ya que razonando como antes
obtenemos que deberia ser ZAPC = ZBQA = 90°, lo cual es imposible.

A

C P Q B

Luego las tnicas soluciones son los dngulos (60°,60°,60°) y (90°,60°,30°).

3.4 Teorema del seno.
a b c

= = =2R.
sena  sen3  senwy

De aqui obtenemos que a un angulo mayor le corresponde un lado mayor.

3.5 Caracterizacién de cuadrilateros ciclicos. Las siguientes afirmaciones son equiv-
alentes:

(i) el cuadrilditero ABCD es ciclico (es decir, existe una circunferencia circunscrita al
cuadrildtero);

(ii) ZACB = /ADB;



(ili) LADC + ZABC = 180°.

3.6 Problema. En un tridngulo acutangulo ABC' consideramos su ortocentro, H. Sean
A’,B" y C' los simétricos de H con respecto a los lados BC,CA y AB, respectivamente.
Probar que si los tridngulos ABC y A’B’C’ tienen un angulo igual, entonces también
tienen un lado igual. ;Es cierto el reciproco?

Solucion.

O]

Notar que ZCAH = 90° —~v = /ZHBC = Z/CBA’, donde en la tltima igualdad hemos
usado que A’ y K son simétricos respecto de BC. Luego A’ estd en la circunferencia
circunscrita al tridngulo AABC' (ver . Anélogamente, B’ y C’ también estdn en esa
circunferencia. Por el Teorema del seno sabemos que a = 2Rsena. Luego si a = o
entonces a = @’ (ya que R es comtun). Anélogamente obtenemos férmulas andlogas para b
y c.

El reciproco no es cierto, y el mismo Teorema del seno [3.4] nos sirve para demostrarlo.
Basta tener en cuenta que A A’ B’C’ no es necesariamente acutdngulo, de hecho sus dngulos
miden, respectivamente 180 — 2a, 180 — 23 y 180 — 2«, y tomar angulos cuya media sea
90. Por ejemplo, si AABC tiene un dngulo de 80 y AA'B’'C’ tiene uno de 100, ya
tendremos garantizado que ambos tridngulos tienen sendos lados que mide lo mismo.
Como 100 = 180 — 2«, se tendra que los dngulos de AABC son 40,60 y 80, mientras que
los de AA’B’'C’ serdn 100,60 y 20. No hay dos con el mismo valor.

3.7 Problema. Probar que dados 4n puntos en el espacio tridimensional, tales que no
hay cuatro de ellos coplanarios, siempre se pueden formar n pirdmides de base triangular
de modo que no hay intersecciones entre ellas.

Solucion. Evidentemente por hipdtesis no hay 3 puntos alineados, pues en ese caso anadiendo
un cuarto punto cualquiera a la terna violariamos la hipétesis sobre el caracter no copla-
nario.

Consideremos todas las posibles ternas de puntos y el plano que determina (univocamente,
al no haber 3 puntos alineados) cada terna. Hay una cantidad finita de estos planos y, por
ello, es posible elegir una familia de planos paralelos que recubran el espacio que no sean
paralelos a ninguno de este conjunto finito. Todo plano de dicha familia con- tiene, a lo
sumo, dos puntos del conjunto de partida, por construccién. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que dicha familia de planos es, por ejemplo, la de planos horizontales.

A continuacién vamos a elegir planos horizontales de dicha familia Ay, Ao, ..., A, tales
que no contengan ninguin punto del conjunto inicial y verifiquen la siguiente propiedad.



Elegimos A7 para que divida al espacio en dos zonas, superior e inferior, y que la superior
tenga 4 puntos (o 5 en el peor caso, si resulta que el cuarto y el quinto estdn a la misma
altura). Realizamos una pirdmide con los cuatro puntos (si hubiese cinco, evitamos utilizar
uno de los dos inferiores). Construimos un plano As paralelo a A; de modo que por encima
de Ay haya sélo 4 o 5 puntos (excluyendo los que ya se han utilizado para construir la
pirdmide). Realizamos una pirdmide con los cuatro puntos (si hubiese cinco, evitamos
utilizar uno de los dos inferiores)... Construimos un plano A4 paralelo a A de modo
que por encima de Ay haya sélo 4 o 5 puntos (excluyendo los que ya se han utilizado para
construir piramides). Realizamos una pirdmide con los cuatro puntos (si hubiese cinco,
evitamos utilizar uno de los dos inferiores). Tras construir el plano A,_; sélo quedarin
4 puntos libres (de los 4n iniciales) que unimos para formar la dltima pirdmide. Por
el método de construccién es claro que las pirdmides no se cortan, pues los planos las
separan en regiones disjuntas. El iinico problema podria ser que dos pirdmides de regiones
contiguas se cortasen en uno de esos planos que la separan, pero eso es imposible pues
cada piramide comparte a lo sumo uno de sus vértices con el plano (y evidentemente, por
construccion, no hay dos pirdmides que compartan vértice). O

4 Mas Teoremas

4.1 Formulas para el area.

abe
4R’

(ABC) = %aha = %ab seny =+/s(s —a)(s—b)(s—¢c) =sr =

4.2 Teorema de la Potencia. Si dos rectas desde un punto P cortan a la circunferencia
en los puntos A, A" (que pueden coincidir) y B, B’ (que pueden coincidir), respectivamente,
entonces

PA.-PA' = PB-PB.
4.3 Teorema de Ptolomeo. Un cuadrildtero convexo ABCD es ciclico si y sélo si
AC-BD =AB-CD+ AD - BC.

4.4 Caracterizacién de cuadrilatero con circunferencia inscrita. Un cuadrildtero
tiene una circunferencia inscrita st y solo si las bisectrices de los dngulos interiores se
cortan en un punto (incentro). Otra condicion equivalente es que la suma de los lados
opuestos coincida. A estos cuadrildteros se les llama tangenciales.

4.5 Teorema de la bisectriz. Si la bisectriz del dngulo ZACB interseca al lado AB en
el punto D, entonces

AD b
DB a
4.6 Teorema de Ceva. AD, BE, C'F son isogonales concurrentes en NABC si y sélo
5t

AF BD CE

FB DC FEA
(Una isogonal es una recta que une un vértice de un tridngulo con un punto del lado
opuesto.)



4.7 Teorema de Menelao. Sea AABC un tridngulo y X, Y, Z puntos de las rectas
BC, CA, AB. Entonces X, Y, Z estdn alineados si y solo si

BX CY AZ
CX AY BZ
4.8 Teorema de Pappus. Si A, C, E son tres puntos de una recta, B, D, F' de otra y

si las tres rectas AB, CD, EF cortan a DE, FA, BC, respectivamente, entonces los tres
puntos de interseccion estdn alineados.

4.9 Teorema de Desargues. Si dos tridngulos estdn en perspectiva desde un punto,
y sus pares de lados correspondientes se cortan, entonces los tres puntos de interseccion
estdn alineados.

4.10 Teorema de Pascal. Si los seis vértices de un hexdgono estin situados en una
circunferencia y los tres pares de lados opuestos se cortan, entonces los tres puntos de
interseccion estdan alineados.

4.11 Teorema de Brianchon. Si los seis lados de un hexdgono son tangentes a una
circunferencia, las tres diagonales se cortan en un punto (o son paralelas).

4.12 Teorema de la recta de Simson. Los pies de las perpendiculares desde un punto
a los lados de un tridngulo estan alineados si y solo si el punto estd situado en la circun-
ferencia circunscrita.

4.13 Teorema de la circunferencia de los nueve puntos. Los pies de las tres alturas
de un triangulo, los puntos medios de los tres lados y los puntos medios de los segmentos
que unen los tres vértices con el ortocentro, estdan todos en una misma circunferencia. El
radio es %R y el centro estd situado en la recta de Fuler, equidistante del ortocentro y del
circuncentro.

4.14 Teorema de Feuerbach. La circunferencia de los nueve puntos de un tridngulo es
tangente a la circunferencia inscrita y a las tres circunferencias tangentes exteriores.

5 Mas Problemas

5.1 Problema. Demostrar que en un tridngulo la distancia de un vértice cualquiera al
ortocentro es el doble de la distancia del circuncentro al lado opuesto a ese vértice. (Fase
Local 2007)

Solucion.




Sea ABC el tridngulo, H el ortocentro, O el circuncentro y D, E, I los puntos medios
de BC, CAy AB, respectivamente. Queremos probar que BH = 20F.

Como el tridngulo ABC' es semejante al tridangulo DEF' con razén 2y O es el ortocentro
del triangulo DEF', obtenemos que BH = 20F. O

5.2 Problema. ABC es un triangulo isésceles con AB=AC. Sea P un punto cualquiera
de la circunferencia tangente a los lados AB en B y AC en C. Denotemos por a, by ¢
a las distancias de P a los lados BC, AC y AB respectivamente. Probar que a? = be.

(OME 2006)

Solucion.

AV

Como AB es tangente a la circunferencia en B, tenemos que ZABP = /PCB.
Analogamente, ZACP = ZPBC.
Aplicando la definicién de seno tenemos que

a c
0= sen /PCB =sen ZABP = 7B

a b
ﬁ = benZPBC = SQHAACP = Pic

Entonces
_a-PB
‘= pC
po & pPC
PB
Multiplicando ambas igualdades obtenemos a? = be. O

5.3 Problema. Sea O el circuncentro del triangulo ABC. La bisectriz que parte de A
corta al lado opuesto en P. Probar que se cumple

AP? + OA%? — OP? = be.

(OME 2007)



Solucion.

C

Dy

s

A B

Prolongamos AP y AO hasta cortar a la circunferencia circunscrita la tridangulo ABC
en @) y R, respectivamente.

Como los tridngulos APB y ACQ son semejantes (ya que ZBAP = ZQAC y ZABP =
ZAQC), obtenemos que

AP AC
AB ~ AQ’

Por otra parte, usando el Teorema del coseno tenemos que OP? = AO? + AP? —
2A0 - AP - cos LZOAP.

Como AR es un didmetro de la circunferencia circunscrita al tridgngulo ABC, deduci-
mos que cos ZOAP = ﬁ—g. Despejando y denotando por R el radio de la circunferencia
circunscrita, tenemos que

AQ AQ

A02+AP2—0P2:2AO-AP-A—R:2R-AP-ﬁ:AP-AQ.

Pero, como vimos antes, AP - AQ = AB - AC = bc. Queda asi probado el enunciado. [

5.4 Problema. En un tridngulo acutangulo ABC, con AB # AC, sea V la interseccién
de la bisectriz de A con BC y sea D el pie de la altura desde A a BC'. Si E'y F son las
intersecciones de la circunferencia circunscrita a AV D con CA y AB, respectivamente,
mostrar que las rectas AD, BE y C'F son concurrentes.

Solucion.

10



Sea O el centro de la circunferencia. Entonces O es el punto medio de AV ya que
ZADV = 90.

Como ZOAF = ZOAE = 90— ZAFFE, deducimos que AO L EF (son perpendiculares)
y entonces AF = AFE.

Usando el Teorema de Ceva para demostrar el enunciado bastara probar que

AF BD CE _
BF DC AE
O bien, como AF = AFE, probar que % = g—g.
Por otra parte, usando el Teorema de la Potencias[4.2] tenemos que BF-BA = BV -BD,
es decir, % = gx. De igual forma CE -CA = CD -CV, o bien & = &V

CD — CA-
Luego
BF _CE _ BV _CV
BD DC '~ BA CA’
y esto 1ltimo es el Teorema de la bisectriz O

5.5 Problema. Una circunferencia I's es tangente interiormente a la circunferencia I'y
circunscrita al tridngulo PAB en P y al lado AB en C. Sean E y F la interseccién de I’y
con los lados PA y PB, respectivamente. Sea D el punto de intersecciéon de EF con PC.
Las rectas PD y AD intersecan de nuevo a I'y en G y H, respectivamente. Probar que
F, G, H estan alineados.

Solucion.

11



Sea PT la tangente exterior a las circunferencias en P. Entonces
/PAB = /BPT = /PEF,

luego E'F || AB. Sea O el centro de I';. Como OC' L AB (porque AB es tangente a I'; en
(), deducimos que OC L EF' y por tanto OC' es la mediatriz del segmentoE'F, es decir,
C es el punto medio del arco EF. Entonces PC es la bisectriz de ZFEPF'. Por otra parte

/HDF =/HAB = /BPH,
luego el cuadrilatero PDF H es ciclico y por tanto
(.DHF = /DPF =/EPD = /APG = /ZAHG = Z/DHG.
Esto prueba que G, H, F estan en la misma recta. ]
Algunas referencias

e OME: en la pagina web de la OME podéis encontrar los problemas que se han
propuesto en las olimpiadas espanolas (tanto de la fase local como de la nacional)
jcon soluciones!

e [AoPS: en la plataforma de problemas Art of Problem Solving se pueden encontrar
muchisimos problemas (con soluciones) de olimpiadas de todo el mundo.

e Geometry Revisited, de Coxeter, es un libro muy recomendable para quien quiera
profundizar en los resultados tedricos.
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http://www.olimpiadamatematica.es/platea.pntic.mec.es/_csanchez/olimmain.html
https://artofproblemsolving.com/community/c89
https://www.google.com/search?client=safari&rls=en&q=coexeter+geometry&ie=UTF-8&oe=UTF-8
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