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Durante el Taller mencionamos que en muchos casos hay varias maneras de
resolver un problema, no todas ellas igual de sencillas, pero validas en cualquier
caso. En concreto, un grupo de alumnos se propuso resolver el problema 3 por
un camino alternativo, empleando discriminantes de ecuaciones de segundo gra-
do. Veremos a continuacion que efectivamente es posible llegar a una soluciéon
de esta manera. Enhorabuena por lo tanto a todos a los que se les ocurrié esa
idea.

Reescribamos la ecuacién como
2 +2r—y(y+1)=0

de modo que podamos verla como una ecuaciéon de segundo grado en x con
coeficientes dependientes de y. Si verdaderamente existe una solucién (z,y) con
x e y enteros positivos, en particular éstos satisfaran

. -2+ /4+4y(y+1)
B 2

r=—-1x1+yly+1)
lo que obliga a que el radicando 52 +y+ 1 sea un cuadrado perfecto. Si consegui-
mos probar que esto no es posible, habremos resuelto el problema. Un posible

truco para ello es llamar a? al cuadrado perfecto correspondiente (a € Z) y
volver a plantear una ecuacién de segundo grado:

v 4+y+1—a®>=0
Despejamos ahora y:
—1++/1+4(>-1)
2

Por el mismo argumento que antes el discriminante de la ecuaciéon ha de ser un
cuadrado perfecto, llamémosle b?:

y:

(2a)® —b* =3

pero los unicos cuadrados perfectos que se diferencian en 3 son 1y 4, lo que fuerza
a = +1 (otra manera de verlo es descomponer el primer miembro como suma



por diferencia, y aprovechando que el 3 es primo y solo se puede descomponer
en dos factores enteros como 13 y (—1) - (=3), resolver los cuatro sistemas
lineales posibles). Esto a su vez implica y = 0 0o y = —1, ninguno de los cuales
satisface nuestras condiciones.

De hecho, si decidimos interpretar la ecuacién original como una ecuacién
de segundo grado en la variable y también podemos llegar a una soluciéon. El
procedimiento a seguir es muy similar:

V+y—z(z+2)=0

—1+/1+4z(z+2)
y= 5
422 + 8z +1—-a>=0

-84 ,/64+16(a" 1)
o 8

1642 + 48 = b2

xT

A la vista de esta tltima ecuacién es claro que b? es divisible por 16, de modo
que ponemos b = 4c¢ y resulta:

a’>+3=¢?

Por la misma razén que antes, a = +1 y esto implica z = 0 0 £ = —2, ninguna
de las cuales es una solucién valida.
Emparentada con éstas existe una tercera solucién (que en realidad estarfa ins-
pirada en la solucién a otro problema relacionado de la misma coleccién de la
Olympiade Francaise de Mathématiques) que resulta de completar cuadrados
en los dos miembros de la ecuacién:

1\ 1
1?2 —-1= —) =
(x+1) (y + 2) 1
Multiplicando por 4 ambos miembros:
(242 —4=(2y+1)2% -1

(22 4+2)* - (2y+1)*=3

Seguro que el lector ya sabe seguir a partir de aqui.



