1. SOLUCIONES

Problema 1. FEn el sétano del castillo, T gnomos guardan su tesoro. El tesoro
estd detras de 12 puertas, cada una de ellas con 12 cerraduras. Todas las
cerraduras son distintas. Cada gnomo tiene llaves para algunas de las cer-
raduras. Tres gnomos cualesquiera tienen conjuntamente llaves para todas las
cerraduras. Probar que entre todos los gnomos tienen por lo menos 720 llaves.

Solucion. Notar que de cada cerradura, entre todos los gnomos deben tener
al menos 5 llaves, ya que en caso contrario, habrian 3 gnomos que juntos no
pueden abrir esa cerradura. Como hay 12 - 12 = 144 cerraduras, entre todos
los gnomos tienen al menos 5 - 144 = 720 llaves.

Problema 2. Determinar todos los enteros n tales que
% fos [n fes
2 4 2 4

Solucién. Como los radicandos deben ser mayores o iguales que 0, tenemos

625 >0 25 625 >0
1 n >0, 5 1 n > 0.

Es decir, 0 <n < %. Como n es entero, tenemos que n € {0,1,2,...,156}.

Sea m := \/22—54— ,/%5 —n+\/% — ,/%5 — n. Elevando al cuadrado y sim-

plificando, tenemos

es entero.

m? = 25 + 2v/n.
Luego n es un cuadrado perfecto. Asi, n € {0,1,4,9,...,144} (ya que 13% =
169 > 156). Por tanto, 25 < 25 4 2y/n < 49. Como 25 + 2y/n debe ser un
cuadrado perfecto impar, tenemos que 25 4+ 2/n € {25,49}. Esto nos da los
valores n = 0 y n = 144. Es inmediato comprobar que estos valores de n son
solucion.

Problema 3. Dos esferas de radio r son tangentes exteriores. Tres esferas de
radio R son tangentes exteriores entre si, cada una tangente a las otras dos.
Cada una de estas esferas es, ademds, tangente exterior a las dos primeras.
Encontrar la relacion existente entre R y r.

Solucion. Observar que los centros de las 5 esferas forman dos tetraedros
como el de la figura, donde Oq, O2, O3 son los centros de las esferas de radio R,
C' es el centro de una de las esferas de radio r y G es el baricentro del tridngulo
equilatero O105,03. Usando el Teorema de Pitagoras en el tridngulo en negrita
de la figura tenemos (R+r)? = r?+ 3 R%. Simplificando, obtenemos la relacién
R = 6r.
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Problema 4. Calcular los nimeros p y q tales que las raices de la ecuacion
4+ pr4+qg=0

sean D y1— D, siendo D el discriminante de esa ecuacion de sequndo grado.

Solucion. Usando las férmulas de Cardano-Vieta tenemos

D+ (1—D)=—p,

D(1-D)=q.
De la primera igualdad obtenemos p = —1 y de la segunda, usando que D =
p? —4q = 1 — 4q obtenemos

(1—4g)dq = q.

Luego ¢ =006 ¢q = 13—6. Es inmediato comprobar que (p,q) = (—=1,0) y (p,q) =

(—1, ) son solucion.

Problema 5. Los niumeros naturales 22,23 y 2/ tienen la siguiente propiedad:
los exponentes de los factores primos de su descomposicion son todos impares:

22 =2'.11'; 23=23" 24=2%.3"

¢ Cudl es el mayor nimero de naturales consecutivos que pueden tener esa
propiedad? Razonese la contestacion.
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Solucion. Notar que dados 8 naturales consecutivos, exactamente uno de ellos
es de la forma 8n 4+ 4 = 4(2n + 1); es decir, en su descomposicién en factores
primos el 2 aparece elevado al cuadrado. Por tanto, a lo sumo 7 nimeros
consecutivos cumplen el enunciado. Como 29, 30, ..., 35 cumplen el enunciado,
obtenemos que este maximo es 7.

Problema 6. Los vértices del cuadrildtero convexo ABCD estan situados en
una circunferencia. Sus diagonales AC' y BD se cortan en el punto E. Sea Oy
el centro del circulo inscrito en el tridngulo ABC, y Oy el centro del circulo
inscrito en el triangulo ABD. La recta O105 corta a EB en M y a EA en N.
Demostrar que el tridangulo EM N es isosceles.

Solucion. Como LAOyB = 90— /ZADB = 90— ZACB = ZAO: B, obtenemos
que el cuadrilatero ABO,04 es ciclico.

Ademas,
ANAOl = ACAOl - lOlAB = 401023 = AMOQB,
LNOA = LO,01A = LOyBA = ZDBOy = ZMBOs.

Por tanto, /ZENM = /NAOy+ /NO1A =/ MOsB+ /MBOy = ZEMN.
Es decir, el tridngulo EM N es is6sceles.

Problema 7. Demostrar que en un tridngulo la distancia de un vértice cualquiera
al ortocentro es el doble de la distancia del circuncentro al lado opuesto a ese
vértice. (Fase Local 2007)

Solucion. Sea ABC el triangulo, H el ortocentro, O el circuncentroy D, E, F
los puntos medios de BC', CA y AB, respectivamente. Queremos probar que
BH = 20FE.

Como el triangulo ABC' es semejante al triangulo DEF con razén 2 y O es
el ortocentro del triangulo DEF', obtenemos que BH = 20F.
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Problema 8. ABC' es un tridngulo isdsceles con AB=AC'". Sea P un punto
cualquiera de la circunferencia tangente a los lados AB en B y AC en C.
Denotemos por a, b y ¢ a las distancias de P a los lados BC, AC y AB
respectivamente. Probar que a*> = be. (OME 2006)

Solucion. Como AB es tangente a la circunferencia en B, tenemos que ZABP =
/ZPCB. Anélogamente, ZACP = /PBC.

Aplicando la definicién de seno tenemos que
c

a
ok sen /PCB =sen ZABP = 5

a b
5= sen Z/ZPBC =sen ZACP = —.

PC
Entonces
a-PB
C g
PC
- a-PC
- PB

Multiplicando ambas igualdades obtenemos a® = be.

A

LA
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Problema 9. Sea O el circuncentro del tridngulo ABC'. La bisectriz que parte
de A corta al lado opuesto en P. Probar que se cumple

AP? + OA* — OP* = be.
(OME 2007)

Solucion. Prolongamos AP y AO hasta cortar a la circunferencia circunscrita
la triangulo ABC' en ) y R, respectivamente.

Como los tridngulos APB y ACQ son semejantes (ya que ZBAP = ZQAC
y LZABP = ZAQC), obtenemos que
AP AC
AB ~ AQ
Por otra parte, usando el Teorema del coseno, tenemos que OP? = AO? +
AP? —2A0 - AP - cos ZOAP.

Como AR es un didmetro de la circunferencia circunscrita al triangulo ABC,
deducimos que cos ZOAP = ﬁ—g. Despejando y denotando por r el radio de la
circunferencia circunscrita, tenemos que

2 2 2 AQ A
AO* + AP* - OP :ZAO-AP-A—R:2T-AP-2—T:AP-AQ.
Pero, como vimos antes, AP - AQ = AB - AC' = bc. Queda asi probado el

.
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