
COSAS DE DIVISORES Y HOTELES 
 

 En esta sesión trataremos de resolver el siguiente problema: 

 

Problema: “El hotel de las mil habitaciones”. Cuentan que en cierto país 

había un gran hotel que tenía 1000 habitaciones y otros tantos empleados. Estos, un día 

que no tenían mucho trabajo, se dedicaron a jugar abriendo y cerrando las puertas de las 

mil habitaciones. Al principio todas las puertas estaban cerradas y empezó el primer 

empleado abriéndolas todas; siguió el segundo cerrando todas las puertas pares y luego 

el tercero cambiando de posición (abriendo si estaban cerradas y cerrando si estaban 

abiertas) todas las habitaciones cuyo número era múltiplo de tres. El cuarto hizo lo 

mismo; es decir: cambiar de posición todas las puertas cuyo número era múltiplo de 

cuatro y así pasaron todos los empleados, cada uno de ellos cambiando de posición las 

puertas que le correspondían. El último tuvo poco trabajo, pues sólo abrió o cerró la 

puerta número mil. ¿Qué hizo, la cerró o la abrió? Más aún: ¿qué habitaciones quedaron 

abiertas?, ¿cuántas fueron en total?  

 

 El problema, a primera vista, parece complicado pues observamos que cada 

habitación sufre un proceso distinto. Así, por ejemplo, la habitación número 18 la 

cambian de posición los empleados 1, 2, 3, 6, 9 y 18, mientras que la siguiente, la 19, 

solo dos empleados (el 1 y el 19) modifican la posición de la puerta. 

 De todos modos, a poco que analicemos la situación, llegamos a resultados que 

abren algunas posibilidades que pueden conducir a la resolución del problema. 

a) Las habitaciones marcadas con números primos sufren únicamente dos 

cambios (sólo hay dos divisores) y, por tanto, al final del proceso estarán 

cerradas. 

b) El número de cambios de posición de una habitación depende del número de 

divisores de su número; luego parece interesante encontrar una fórmula que 

nos dé el número de divisores de un número. 

c) El hecho de que una habitación esté, al final del proceso, abierta o cerrada 

dependerá del número de divisores que tenga el número de habitación: si este 

número es par la habitación, al final, estará cerrada; mientras que si el 

número es impar la habitación estará abierta. 



Así planteado, ya sólo nos falta buscar aquellas habitaciones cuyo número tiene 

un número impar de divisores. Esa es la pregunta clave “¿Cuántos números del 1 al 

1000 tienen un número impar de divisores?” 

Para resolver esta cuestión, en primer lugar buscamos la manera de calcular el 

número de divisores para, a continuación, hallar su paridad. 

 

Problema auxiliar nº 1: Si paN = ¿cuántos divisores tiene? Y si 
qp baN ⋅=  ¿cuántos divisores tiene? En general si rqp cbaN ⋅⋅⋅⋅=  ¿cuántos divisores 

tiene N? 

Solución: 

Si paN =  sus divisores son paaaaa ,,.........,,,1 3210= .En total 1+p  divisores 

Si qp baN ⋅=  sus divisores son: 
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lo que da lugar a un cuadrado de 1+p  filas y 1+q  columnas; por tanto ( )( )11 ++ qp  

divisores. 

 Siguiendo con este proceso si rqp cbaN ⋅⋅⋅⋅=  el número de divisores de N 

será: ( )( ) ( )111 +⋅⋅⋅++ rqp  

 

 Problema auxiliar nº 2: ¿Cómo tiene que ser un número para que tenga un 

número impar de divisores? 

 Solución: 

 Si rqp cbaN ⋅⋅⋅⋅=  sabemos, por el problema anterior, que el número de 

divisores es: ( )( ) ( )111 +⋅⋅⋅++ rqp  Para que este número sea impar es preciso que todos 

los factores sean impares, lo cual implica que p,q,…,r deben ser pares. Ahora bien, 

¿cómo debe ser N para que p,q,…,r sean pares?. La respuesta es sencilla: “N debe ser 

cuadrado perfecto” 

 Por tanto hemos llegado a un resultado clave: “Únicamente los cuadrados 

perfectos tienen un número impar de divisores; el resto siempre tendrá un número par” 

 



 Con este resultado podemos resolver fácilmente el problema inicial. 

La habitación número 1000, al no ser cuadrado perfecto, tendrá un número par 

de divisores y, por tanto, cambiará de posición un número par de veces. Como al 

principio estaba cerrada acabará cerrada. Una habitación como la 64, al ser cuadrado 

perfecto tendrá un número impar de divisores y, como al principio estaba cerrada 

acabará abierta. Resumiendo: 

  Cerradas: 2,3,5,6,7,8,10,11,12,……. 

  Abiertas:  1,4,9,16,25,36,49,……… 

 Para averiguar el número de habitaciones abiertas basta considerar que 

961312 =  y que 1024322 = por lo que las habitaciones abiertas serán: 

 2222222 31,..........,6,5,4,3,2,1 ; es decir, al final quedarán 31 habitaciones 

abiertas y 969 cerradas. 

 

 La fórmula del número de divisores de un número N aparece, con una cierta 

frecuencia, a la hora de resolver determinados problemas de Teoría de Números. Como 

ejemplo planteamos el siguiente: 

 

Problema: Determina los números enteros N que contienen únicamente los 

factores 2 y 3 y que además cumplen que el número de divisores de N2 es triple del 

número de divisores de N. 

 Solución:  

 El número será de la forma baN 32 ⋅= ⇒ ( ) babaN 2222 3232 ⋅=⋅=   

El número de divisores de uno y otro será: 

 Número de divisores de N ( )( )11 ++= ba  

Número de divisores de N2 ( )( )1212 ++= ba  

 

Por tanto:  
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La diferencia entre numerador y denominador es de 3 unidades y además el cociente 

debe ser entero. Esto sólo puede darse en dos casos: 



  3243242 42 =⋅=⇒== Nba  

  1443224 24 =⋅=⇒== Nba  

 

 Otro resultado importante relacionado con estas cuestiones es el cálculo de la 

suma de todos los divisores de un número entero N 

 

Problema: Si  rqp cbaN ⋅⋅⋅⋅= , ¿cuánto vale la suma de todos los divisores 

de N? 

Solución: 

 Ya hemos visto anteriormente que los divisores de N serán: 

Si paN =  sus divisores son paaaaa ,,.........,,, 3210  y su suma: 
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pues los divisores constituyen una progresión geométrica de razón a. 

Si qp baN ⋅=  sus divisores son: 
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y su suma será: 

( ) ( ) ( ) ⋅⋅⋅+⋅+⋅⋅⋅+⋅+⋅+⋅+⋅⋅⋅+⋅+⋅+⋅⋅⋅⋅+⋅+⋅= 222111111 bababbababaaS ppp  

      ( ) ( )( ) =+⋅⋅⋅++++⋅⋅⋅+++=⋅+⋅⋅⋅+⋅+⋅+⋅⋅⋅ qpqpqq bbbaaababab 22 111  
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 En general si rqp cbaN ⋅⋅⋅⋅=  la suma de sus divisores será: 
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 Como últimos ejercicios hagamos los dos siguientes: 

 

 

 



Problema: Encuentra un número natural sabiendo que su descomposición 

factorial admite únicamente dos factores, que el número de sus divisores es 6 y que la 

suma de todos ellos es 28.  

Solución: 

 Sabemos ahora que el número es de la forma qp baN ⋅=  y que se cumple: 
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Como 1,1 ≥≥ qp , de la primera ecuación obtenemos 31,21 =+=+ qp . Por tanto se 

cumple que 2,1 == qp . Llevando estos resultados a la segunda ecuación: 
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 Si tenemos en cuenta que 1+a  y 12 ++ bb  deben ser enteros por serlo a y b 

esta última igualdad conduce a las siguientes posibilidades: 

122,37141 2 =⇒==⇒=++=+ Nbabbya  

4171 2 =++=+ bbya  no obtenemos valor natural de b y 6=a  no primo 

28111 2 =++=+ bbya  no obtenemos valor natural de b y 0=a  deja a N 

con un solo factor. 

11281 2 =++=+ bbya  los valores 0=b  y 1−=b  no tienen sentido y 

27=a  no es primo. 

14121 2 =++=+ bbya  no obtenemos valor natural de  b 

21141 2 =++=+ bbya  no obtenemos valor natural de b. 

 

Por tanto la única solución posible es 12=N  

 

Problema: Un número natural es perfecto si es igual a la suma de sus 

divisores menores que él. Demuestra que si 12 −n  es primo, entonces ( )122 1 −⋅− nn  es 

perfecto. 

Solución: 

Llamemos 12 −= na . Como es primo, la expresión aN n ⋅= −12  será la 

descomposición factorial del número N, por lo que la suma de todos sus divisores, 

incluido N, es: 
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y la suma de los divisores menos N es: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) Nnnnnnnnnn =⋅−=−⋅−=−⋅−⋅− −−− 111 2122212122212  

 

Por tanto, N es perfecto 

 

 

 

 
 


