COSAS DE DIVISORES Y HOTELES

En esta sesion trataremos de resolver el siguiente problema:

Problema: “El hotel de las mil habitaciones”. Cuentan que en cierto pais
habia un gran hotel que tenia 1000 habitaciones y otros tantos empleados. Estos, un dia
que no tenian mucho trabajo, se dedicaron a jugar abriendo y cerrando las puertas de las
mil habitaciones. Al principio todas las puertas estaban cerradas y empezo el primer
empleado abriéndolas todas; siguié el segundo cerrando todas las puertas pares y luego
el tercero cambiando de posicién (abriendo si estaban cerradas y cerrando si estaban
abiertas) todas las habitaciones cuyo numero era mdaltiplo de tres. El cuarto hizo lo
mismo; es decir: cambiar de posicion todas las puertas cuyo nimero era multiplo de
cuatro y asi pasaron todos los empleados, cada uno de ellos cambiando de posicion las
puertas que le correspondian. El Gltimo tuvo poco trabajo, pues s6lo abrié o cerré la
puerta nimero mil. ;Qué hizo, la cerrd o la abrid? Més aun: ¢qué habitaciones quedaron

abiertas?, ;cuantas fueron en total?

El problema, a primera vista, parece complicado pues observamos que cada
habitacion sufre un proceso distinto. Asi, por ejemplo, la habitaciéon nimero 18 la
cambian de posicion los empleados 1, 2, 3, 6, 9 y 18, mientras que la siguiente, la 19,
solo dos empleados (el 1 y el 19) modifican la posicion de la puerta.

De todos modos, a poco que analicemos la situacion, llegamos a resultados que
abren algunas posibilidades que pueden conducir a la resolucién del problema.

a) Las habitaciones marcadas con numeros primos sufren Unicamente dos
cambios (sélo hay dos divisores) y, por tanto, al final del proceso estaran
cerradas.

b) EIl numero de cambios de posicion de una habitacion depende del nimero de
divisores de su numero; luego parece interesante encontrar una formula que
nos dé el nimero de divisores de un numero.

c) El hecho de que una habitacion esté, al final del proceso, abierta o cerrada
dependera del namero de divisores que tenga el nimero de habitacion: si este
numero es par la habitacion, al final, estara cerrada; mientras que si el

numero es impar la habitacion estara abierta.



Asi planteado, ya solo nos falta buscar aquellas habitaciones cuyo numero tiene
un numero impar de divisores. Esa es la pregunta clave “;Cuantos nimeros del 1 al
1000 tienen un nimero impar de divisores?”

Para resolver esta cuestion, en primer lugar buscamos la manera de calcular el

numero de divisores para, a continuacion, hallar su paridad.

Problema auxiliar n° 1: Si N =aP’;cuantos divisores tiene? Y si

N =aP-b? ;cuéntos divisores tiene? En general si N =a” -b%...c" ;cuantos divisores
tiene N?
Solucion:

Si N =aP susdivisoresson 1=a°,a",a*,a’,......... ,a” .Entotal p+1 divisores

Si N =a’ -b? sus divisores son:

1.1 1-b 1-b?  ---.. 1-b¢
a-l a-b a-b®? ----. a-b*
a1 a’-b af-pb? -.... af .-b¢

lo que da lugar a un cuadrado de p+1 filasy q+1 columnas; por tanto (p+1)q+1)
divisores.

Siguiendo con este proceso si N =a”-b%...c" el nimero de divisores de N
serd: (p+1)(q+1)---(r+1)

Problema auxiliar n® 2: ;Cémo tiene que ser un nimero para que tenga un
namero impar de divisores?

Solucion:

Si N=a’-b%...c" sabemos, por el problema anterior, que el nimero de
divisores es: (p +1)q+1)---(r +1) Para que este nimero sea impar es preciso que todos
los factores sean impares, lo cual implica que p,q,...,r deben ser pares. Ahora bien,
¢como debe ser N para que p,q,...,r sean pares?. La respuesta es sencilla: “N debe ser
cuadrado perfecto”

Por tanto hemos llegado a un resultado clave: “Unicamente los cuadrados

perfectos tienen un nimero impar de divisores; el resto siempre tendrd un nimero par”



Con este resultado podemos resolver facilmente el problema inicial.

La habitacion namero 1000, al no ser cuadrado perfecto, tendra un numero par
de divisores y, por tanto, cambiard de posicion un nimero par de veces. Como al
principio estaba cerrada acabara cerrada. Una habitacion como la 64, al ser cuadrado
perfecto tendra un numero impar de divisores y, como al principio estaba cerrada
acabard abierta. Resumiendo:

Cerradas: 2,3,5,6,7,8,10,11,12,........
Abiertas: 1,4,9,16,25,36,49,.........

Para averiguar el numero de habitaciones abiertas basta considerar que
31* =961 y que 32 =1024 por lo que las habitaciones abiertas seran:

1% ,2%,3% 4% /5% 6%, .......... , 317 es decir, al final quedaran 31 habitaciones

abiertas y 969 cerradas.

La formula del nimero de divisores de un nimero N aparece, con una cierta
frecuencia, a la hora de resolver determinados problemas de Teoria de NUmeros. Como
ejemplo planteamos el siguiente:

Problema: Determina los nimeros enteros N que contienen Gnicamente los

factores 2 y 3 y que ademés cumplen que el nimero de divisores de N? es triple del
numero de divisores de N.

Solucion:

El nimero sera de laforma N =2%.3° = N2 = (Za -3b)2 =2%.3%
El nimero de divisores de uno y otro sera:

Numero de divisores de N=(a+1)b +1)

NGmero de divisores de N*= (2a +1)(2b +1)

Por tanto:
(2a+1)(2b+1)=3(a+1)b+1) = 4ab+2a+2b+1=3ab+3a+3b+3 =

= ab=a+b+2 = bla-1)=a+2 :b:aL2

La diferencia entre numerador y denominador es de 3 unidades y ademas el cociente

debe ser entero. Esto sélo puede darse en dos casos:



a=2 b=4 = N=2°.3"=324

a=4 b=2 = N=2'.3>=144

Otro resultado importante relacionado con estas cuestiones es el calculo de la

suma de todos los divisores de un niimero entero N

Problema: Si N=a’-b?---c", ;cuénto vale la suma de todos los divisores

de N?

Solucién:

Ya hemos visto anteriormente que los divisores de N seran:
Si N =aP’ susdivisoresson a°,a',a*,a’,......... ,a® y susuma:

a-a-1 af-1
S=a’+a'+a’+---+af = =

pues los divisores constituyen una progresion geomeétrica de razén a.

Si N =aP’ -b% sus divisores son:

1-1  1-b 1-b%? ... 1-b¢
a-1 a-b a-b® - a-be
a’-1 af-b afP-b* ... af-b¢

Yy SU suma sera:
S =(1-1+a-1+~~~ap ~1)+(1-b+<’;1-b+---+<31p ~b)+(1-b2 +a-b®>+---+af -b2)+~~~
---+(1-bq +a-b%+...+a’ -bq)=(1+a+a2 +---+apX1+b+b2 +~~~+bq)=

ap+l_1 bq+l_1
a-1 b-1

En general si N =a” -b%-..c" la suma de sus divisores sera:

_ap+l_1 bq+l_1 Cr+l_1
a-1 b-1 c-1

Como ultimos ejercicios hagamos los dos siguientes:



Problema: Encuentra un nimero natural sabiendo que su descomposicion
factorial admite Unicamente dos factores, que el nUmero de sus divisores es 6 y que la
suma de todos ellos es 28.

Solucién:

Sabemos ahora que el nimero es de la forma N =a’” -b% y que se cumple:
abt -1 b¥-1

a-1 b-1

Como p>1,q=>1, de la primera ecuacion obtenemos p+1=2,q-+1=3. Por tanto se

(p+1)fq+1)=6 =28

cumple que p =1, q=2. Llevando estos resultados a la segunda ecuacion:

az—l_bs—l
a-1 b-1

=28 = (a+1)(b2 +b+1): 22 7

Si tenemos en cuenta que a+1 y b®+b+1 deben ser enteros por serlo ay b

esta Ultima igualdad conduce a las siguientes posibilidades:

a+l=4 y b*+b+1=7 =a=3,b=2 = N=12

a+1=7 y b?*+b+1=4 no obtenemos valor natural de by a =6 no primo

a+1=1 y b?*+b+1=28 no obtenemos valor natural de by a=0 dejaa N
con un solo factor.

a+1=28 y b®+b+1=1 los valores b=0 y b=-1 no tienen sentido y
a =27 no es primo.

a+1=2 y b®+b+1=14 no obtenemos valor natural de b

a+1=14 y b®+b+1=2 no obtenemos valor natural de b.
Por tanto la Unica solucion posible es N =12

Problema: Un namero natural es perfecto si es igual a la suma de sus

divisores menores que él. Demuestra que si 2" —1 es primo, entonces 2" -(2“ —1) es
perfecto.

Solucion:

Llamemos a=2"-1. Como es primo, la expresion N =2""'.a sera la

descomposicion factorial del namero N, por lo que la suma de todos sus divisores,

incluido N, es:



2”—1'a2—1
2-1 a-1

= (2” _1),(a+1): (2" _1)_2n
y la suma de los divisores menos N es:
(2n _1).2n _on (2n _l): (2n _1)‘(2n _2n—1): (2n _1)_2n—1 - N

Por tanto, N es perfecto



