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Problema 1 (OME 2005, fase local). Sean x,y nimeros reales positivos.

1. Six+y > 2, ;se verifica necesariamente que % + % <27

2. Si z 4y < 2, jse verifica necesariamente que % + % >27
Solucion.
1. No. Si, por ejemplo, x = %,y = 2, entonces % + % =2+ % > 2.

2. Si, para demostrar que es cierto comenzamos recordando el siguiente teo-
rema.

Teorema (Desigualdad de las medias). Sean a, b nimeros reales positivos,

entonces b
a4 ;_ > Vab

Recordamos también que una forma de demostrar el teorema es reescribir
la desigualdad como (v/a + \/5)2 > 0, que es cierto ya que el cuadrado de
un nimero nunca puede ser negativo. Ahora ya estamos en condiciones de
abordar el problema.

Aplicamos dos veces el teorema, una con a = x, b = y:
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Juntando ambas desigualdades y teniendo en cuenta la hipotesis (2 > x+y)
llegamos a la solucién:

2 2 1 1
1:52x;y2,/xy2 n = —+=->2

r oy

8|~
< =

—_



Problema 2 (OME 2005, fase local). Cuatro bolas negras y cinco bolas blancas
se colocan, en orden arbitrario, alrededor de una circunferencia.

Si dos bolas consecutivas son del mismo color, se inserta una nueva bola
negra entre ellas. En caso contrario, se inserta una nueva bola blanca. Se retiran
las bolas negras y blancas previas a la insercion.

Repitiendo el proceso, ;es posible obtener nueve bolas blancas?

Solucién. Si asignamos a cada bola negra el valor 1 y a cada bola blanca el
valor —1, se observa que dos bolas consecutivas se sustituyen por su producto.

Considerando el producto P de los nueve valores antes y después de cada
operacion, vemos que el nuevo P es igual al cuadrado del anterior P. Asi, siempre
serd P = 1 después de cada operacion.

Puesto que nueve bolas blancas darian P = —1, no es posible obtener una
tal configuracion.

Problema 3 (OME 1996, fase nacional). Sean a, b nimeros naturales tales que

a+1 b+1
+
b a

es un nimero natural. Sea d el maximo comun divisor de a y b. Probar que
d<+va+b

Solucién. Escribimos a = Ad, b = Bd. Calculando vemos que:

atl b+1 _ A?d+ A+ B*d+B

b a ABd
Por tanto d divide a A + B, y d? divide a a + b, luego d> < a+b

Problema 4 (OME 1994, fase nacional). Con 21 fichas de damas, unas blancas
y otras negras, se forma un rectangulo de 3 filas y 7 columnas. Demostrar
que siempre hay cuatro fichas del mismo color situadas en los vértices de un
rectangulo.

Solucién. Por el principio del palomar, hay al menos 11 fichas del mismo
color, supondremos que blanco. Distinguimos dos casos:

1. Si hay al menos una columna con sus tres fichas blancas. Por el principio
del palomar, como quedan al menos 8 fichas blancas por colocar en las
otras 6 columnas, hay al menos otra columna con 2 o mas fichas blancas,
que estan situadas en los vértices de un rectangulo cuyos otros dos vértices
estéan en la columna con 3 fichas blancas.

2. Si no hay ninguna columna con tres fichas blancas. Por el principio del
palomar hay al menos 4 columnas con 2 fichas blancas cada una. Como
en cada columna la ficha negra puede estar en 3 posiciones posibles, hay
dos columnas iguales cuyas fichas blancas forman un rectangulo.



Problema 5 (Set 2, José Luis Diaz Barrero). Sean ay,as, ..., ag nueve numeros
naturales de forma que ninguno de ellos tiene un divisor primo mayor que 6.
Probar que hay dos cuyo producto es un cuadrado perfecto.

Solucion. Los tunicos divisores primos posibles son 2, 3, y 5. Asi, cada
numero a; lo podemos factorizar:

a; = 234 5%
A cada namero a; le asignamos una terna (x;,y;, z;) donde:
1. z; =0si b; es par, y x; = 1 si b; es impar.
2. y; =0sic; es par,y y; = 1 si ¢; es impar.
3. z; =0sid; es par, y z; = 1 si d; es impar.

Hay 23 = 8 ternas distinas posibles que podemos asignar, por el principio del
palomar al menos dos nimeros a;, aj tendran la misma terna. Asi:

ajak — 2bj+bk 3Cj+ck 5dj+dk — 22m32n52s — (2m3n5s)2

Problema 6 (IMO 1975). Sean z1 < ... < Zp, y1 < ... < Yn, dos secuencias
ordenadas de n nimeros reales distintos. Sea z1, ..., z, la secuencia y1,...,y,
en otro orden (puede que el mismo). Probar que:

(xl_y1)2+"'+(xn_yn)2§(xl_z1)2+"~+(xn_zn)2

JEn qué casos se da la igualdad?

Solucién. Como hay un numero finito de formas distintas de ordenar la
secuencia z1, . . ., 2, habra una que minimice el valor (x1—z1)%+...+ (2, —25)?
. Nos ponemos en lo peor y suponemos que es éste el caso. Veamos ahora que
sii < j = z < z;. Cuando lo hayamos hecho habremos demostrado lo que nos
pedian, y ademéas habremos visto que la igualdad s6lo se puede dar si el nuevo
orden es el mismo que antes.

Supongamos que no es asi, entonces habria dos indices m,n, con m < ny
Zm > Zn. Pero:

(xm - Zn)2 + (xn - Zm)2 = (Im, - Zm)2 + (In - Zn)2
F2(Tpzm + TnZn — TmZn — TnZm)
= (Tm —2m)? + (Tn — 20)% + 2(@m — T0) (Zm — 2n)
< (T — 2m) 2+ (T — 20)?

Luego hemos encontrado otra ordenacién que minimiza mas, lo que es una con-
tradiccion.



