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La geometria clasica, llamada Geometria Euclidef@mor del gedmetra griego Euclides, se basaatasie
curvas, poligonos, circulos, etc; formas sencilas las que hemos construido nuestro mundo adtifiBiero
la Naturaleza suele presentar formas mucho maslef@sp

Una historia real

En 1919 un equipo de topografos realizaba estueida costa de Gran Bretafia. Observaron que latlong
de un sector de la accidentada costa era distigianda escala con la que se observara. Al aumienéacala
aparecian nuevos detalles de la costa, se “corbplicancrementando la longitud; a diferencia dedas/as
tradicionales en que, cuanto mas nos acercamgangeareciendo mas a una rect;

Hay otras figuras que nos ofrecen nuevos detallasdo aumentamos la escal
pensemos en una hoja de helecho. Viéndola a utendia de 3 m, parece ul
triangulo. Al acercarnos a ella, aquella estructsiraple deja de serlo. Ahore
vemos que cada brote que sale de la rama prineiptd, de cerca, es tan complej
como la hoja del principio. Lo mismo en una nubt. €uando las nuevas
estructuras que descubrimos resultan ser semejarigefigura completa, se da ¢
fendmeno que Benoit Mandelbrot llaraGtosemejanza Decia Mandelbrot: “Las
nubes no son esferas; las montafias no son cosd#plales no son circulos; lo¢
relampagos no viajan en linea recta. He concebido nueva geometria de |
naturaleza: lgeometria fractal'.

Para definir qué es un objeto fractal, hay que eawppor revisar qué entendemc
por dimensién.

Dimensiones

En la Geometria Euclidea, las formas estan deBrpda medidas de largo, ancho y alto; tienen dilners
enteras: 1, 2 6 3.

Ejemplos: - una curva tiene longitud y decimos guaimensién es 1: fijado un punto origen, cuaqui
otro punto de la curva se puede localizar con umemax.
- una superficie tiene area y decimos que su difienes 2: ocupa una zona del plano v,
fijados unos ejes de coordenadas, en éste cada psiribcalizable por un par ordenado de
namerosx , y).
- un cuerpo tiene volumen y decimos que su dimens#®3: ocupa una zona del espacio v,
fijados unos ejes de coordenadas, en éste cada esihbcalizable por una terna de numeros

x.y, %

Pero la aparicibn de algunos ejemplos sorprendetssllamados “monstruos matematicos”, hicieron
tambalear las ideas anteriores a comienzos del X

La Curva de Hilbert

Siempre se habia considerado que una curva egula fengendrara por el movimiento de un punto. &1,1
David Hilbert dio a conocer la siguiente familia darvas continuas, que, en un proceso infinito de
repeticiones aumentando su complejidad, en eldjmpiasa por todos los puntos de un cuadrado, tetan
Entonces, ¢,es una curva o es una superficie?; gxsaldimension?
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lteraciones

Los procesos de iteracion son aquellos que refmgemismos procedimientos sobre los resultadosnaliis
en la fase anterior. De esa forma, un procedimisetwillo puede dar lugar, en un proceso de it@naci
infinita, a un resultado final de gran complejidadimo vimos en la Curva de Hilbert.

La Curva de Koch

Se parte de un segmento AB (nivel 0) y lo dividineostres  NiveL o A B
partes iguales. Eliminamos el tercio central, yalgamos un B

triangulo equilatero de lado 1/3 en el hueco (@hgulo no

tendra base, claro). Asi llegamos al nivel 1, questa de 4 / \
segmentos. GtEL A / o ——w
A cada uno de esos 4 segmentos le aplicamos eégwo rE'\

anterior y llegamos al nivel 2, con 16 segmentos.

roryieear ¥ € &
Repitiendo infinitas veces el proceso con cada sagmse wiueL = .:._f‘\__b E_.f " g
obtiene la curva de Koch. Si ampliamos la figugzaracen
detalles que no percibiamos al principio. Y si ¢ddvemos a e

. ) A Ry
ampliar, aparecen mas detalles, y de nuevo més.una ;
. . e A
figura que se repite en cada uno de sus trozostadiveces. . .. s s o ke B
Es autosemejante.
Aunque la distancia entre los puntos inicial A yafi B sea F«f‘?,n;

finita, la longitud de la Curva de Koch es infinita % &
HIUVEL a nm nd B
En efecto, si llamamos,la la longitud de la curva de nivel n
Lo, =AB L,=4/3- AB l, = (4/3f - AB L, = (4/3)' - AB

cuandon® 4 ... L=limL,=lim(4/3) - AB=4

La Curva “copo de nieve”

Se parte de un triangulo equilatero. Aplicamosdaamo de sus tres lados el proceso iterativo Qritaa de
Koch. Este “copo de nieve” tiene una longitud infinita, pero encierra un area finita! (9/5, siendo 1 la
longitud del lado del tridngulo de partida).

AT

El Conjunto de Cantor.

Partimos del intervalo cerrado [0 , 1], lo dividisnen tres partes iguales y eliminamos el intercalatral.
Volvemos a dividir en tres partes iguales a cadadeellos y eliminamos de nuevo el intervalo @ntrasi
sucesivamente.
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Ejercicio.-

a) En la etapa n-ésima, cuantos intervalos habremos

obtenido?. ¢Qué longitud tendra cada uno de esos

- N — — intervalos?. ¢Cudl es la longitud de todos los
segmentos?.

b) Cuando el nimero de iteraciones sea infinito,
¢cuantos segmentos habra? Y ¢cual sera la longitud
de todos ellos?.

Asi se obtiene el Conjunto de Cantor, que tiene............... puntos, pero es de longitud.......

El Trianqulo de Sierpinski

En un triangulo equilatero se marcan los puntosiosede los lados, se unen formando cuatro triasgulo
iguales y quitamos el triangulo central. En cada de los tres nuevos triangulos se repite el pmcésasi
sucesivamente.

é é 4 &
.+7!!’i. i!'!!i
Ejercicio-

a) En la etapa n-ésima, cuantos triangulos habreimesido?. ¢ Qué longitud tendrd cada uno de tlus|de
esos triangulos? ¢ Cual es el perimetro de todus?el)Cual es el area?

b) Cuando el numero de iteraciones sea infinitadgos triangulos habrd? ¢Cual sera su perimaai? to
¢ Cual sera el area?

Asi se obtiene el Triangulo de Sierpinski, quedian perimetro .................. , pero tiene igaa............

Dimension fractal

En los ejemplos precedentes hemos visto que hayasuautosemejantes capaces de llenar superficies,
mientras que otras lo consiguen en mayor o mendidaeg/, ademas, que esto guarda alguna relaciésicon
“rugosidad”; también que, en algunas figuras autegantes, la relacion entre perimetros y areas keger
sorprendente. Para medir y clasificar estos casosglesarroll6 el concepto de dimension fractaleYhigo
empezando por figuras muy conocidas de la Geontetitiidea, también autosemejantes, para desdelallas

el paso a los citados “monstruos geométricos”:

Tenemos una linea :

ahora la dividimos en tres partes iguales :
y de esas partes cogemos una cualquiera :
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Este trozo de linea es, claramente, semejantBreetaoriginal. Lo Unico que las distingue es widade
escala 1/3 (una reduccion a una tercera parteudhgiito original).

Hagamos lo mismo con un cuadrado:

Este cuadrado es semejante a cada uno de los efmsqu

Y ahora con un cubo. De nuevo, en esta figura cadade los cubitos que
aparecen es semejante a la figura original.

Podiamos haber usado, en vez de un factor de ex&ld/2, 1/4, o, en
general, 1/n, siendo n perteneciente a N* (N* ={R}}. En cualquier caso, la
figura obtenida es semejante a la figura original.

Vamos ahora a fijarnos en el siguiente hecho: audmmos dividido la linea, han quedado tres trozos
semejantes a ella. Si yo ahora cojo uno de esassirmecesito exactamente 3)(Para reconstruir la
construccion original. En el caso del cuadradoesi¢én 9 (3) trozos para reconstruir la figura original. Y, en
el caso del cubo, necesito 27)(8ozos para la reconstruccion del original. Esirdse observa una relacién
entre la escala, el nimero de trozos en que diddigura, y lo que (tradicionalmente) se conocenco
dimensién del objeto. Esta relacion se puede eapdesia siguiente forma:

o
D

r

1=

donde n es el nimero de trozos en que dividimosfigura, r es la razon de escala, y D es la dimengid

En los ejemplos, tenemos que D = 1 para la linea,Zpara el cuadrado, y D = 3 para el cubo. Eg,dglc
exponente que aparece en la formula se correspmmd®ds valores que nos son conocidos de su digensi
Ahora, cabe preguntarse: ¢y si tomamos otra esg8eguira siendo valida la formula? Esta cuestitte
verse contestada en la siguiente tabla:

OBJETO |N° PIEZAS ESCALA D (obtenido con la féormula)

LINEA 3 1/3 1
2 1/2 1

5 1/5 1

n 1/n 1

CUADRADO 9 1/3 2
4 1/2 2

25 1/5 2

n? 1/n 2

CUBO 27 1/3 3
8 1/2 3

125 1/5 3

n 1/n 3

En la tabla vemos que la férmula es consistenteceal sea la escala en la que dividamos nuegugafi

4
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Entonces, despejando D, definimos la dimensiondraomo:

D=log(1/n)/logr

Ahora, aplicaremos esta definicion a la Curva detkque, al igual que el segmento, el cuadrado oled,ces

autosemejante. Observamos que en el nivel 1 estpumsta de n = 4 trozos a escala r = 1/3 de lanalig
Pero en el nivel 2, son n =16 trozos a escatal/® de la original. En general, en el nivekkdecompuesta
de n =4 trozos a escala r = (1f3)le la original.

En el nivel 1, obtenemos: D = log (1/4) / log (1#3pg 4 / log 3 = 1,2619

D no es un numero entero, y eso nos hace dudar \ditiez de la formula, asi que lo comprobamoméas
casos.

En el nivel 2: D =log (1/16) / log (1/9) = log (Lblog (9) =2log4/2log 3=1log4/log 3 2619
En el nivel k: D = log (1/9 / log (1/3f = log 4/ log ¥ = klog 4 / k log 3 =log 4 / log 3 = 1,2619
Este resultado es valido para cualquier valor deslkdecir, la dimension de la Curva de Koch e$192

Al tratarse de una dimension decimal o fraccionagaadopt6 el nombre de dimension fractal.

Ejercicio 2- Calcula la dimensién fractal de cada uno desestajuntos:

a) Conjunto de Cantor

nivel | r n D=log(1/n)/logr

b) Tridngulo de Sierpinski

nivel | r n D=log(1/n)/logr

Definicion.-

Objeto fractal es aquel cuya dimension fractal es ayor que la dimension euclidea

Revisemos los ejemplos conocidos:
En la Curva de Koch, 1 <D <2, luego es un &laets algo mas que una curva, pero menos que unlano

En el Conjunto de Cantor, 0 < D < 1, luego no edractal €s algo mas que un conjunto de puntos, pero
menos que una curya

En el triangulo de Sierpinski, 1 < D < 2, luegoawun fractalds algo mas que un conjunto de rectas, pero
menos que un plaho

Ejercicio 3- Calcula la dimensién fractal de cada uno desestmjuntos y deduce entonces si son 0 no son
fractales:



a) Variacion del Conjunto de Cantor

nivel | r n D=log(1/n)/logr

b) Variacion del Tridngulo de Sierpinski

A é‘i‘;

nivel | r n D=log(1/n)/logr

¢) El Cuadrado de Sierpinski

nivel | r n D=log(1/n)/logr

Fractales. Geometria del Caos.
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d) Variacion del Cuadrado de Sierpinski

nivel | r n D=log(1/n)/logr

Otros fractales

Hasta ahora nos hemos referido a un tipo de fectadracterizado por la autosemejanza; son losdlasm
fractales deterministas linealedPero también existen otrdsactales deterministas no linealegstos
empezaron a utilizarse en 1976 por el biblogo RoHay en la simulacién de poblaciones de insectws p
iteraciones de una funcion: la poblacig@(n) en un afion se calcula a partir de la poblacién en el afio
anterior p (n — 1) y una ley determinista pronto lleva a un compuorgato aparentemente caético de la
poblacion. Los llamadaosistemas cadticopresentan una evolucion erratica, pero no alegtpties se rigen
por unas normas de transicion.

Son famosos por su belleza los fractales obtenidos las
iteraciones de funciones de variable compleja (faBneros
complejos tienen dos componentes (x , y), llamastase real y
parte imaginaria, y pueden ser representados camm® en el ¥
plano).

Durante la | Guerra Mundial, Gaston Julia (1893978) trabaj6
con una familia de funciones de variable complejgy reencilla:
z2+c=2zn1 ,siendo c una constante (nimero complej
Dado un valor inicialz, e iterando, se obtienez,, z, z, etc.
Aquellos valores inicialesz, que daban lugar a una sucesic
acotada los represent6 en negro; y en blanco uegmpducian una
sucesion hacia el infinito. Asi obtuvo el famd@sonjunto de Julia.

En 1979, Benoit Mandelbrot (1924) aplic colordsréintes a los posibles valores de c¢ , segunreéraide
iteraciones necesarias para asegurar la convesggada anterior serig (algoritmo de tiempo de escape).
Asi obtuvo elConjunto de Mandelbrot:

Con otras funciones de variable compleja, por ne&aimilares y aprovechando el avance de la infiicena
se han conocido multitud de nuevos fractales.
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Por ejemplo:

Con la funcion z,*° + ¢ = z,+1 Y la constantec =-0.925 + 0,19 ise obtiene esta imagen:

También se han desarrollaftactales aleatoriosen cuyos procesos de iteracion interviene el. &stos se
utilizan, por ejemplo, en la simulacion de los &ecde la erosion en paisajes generados por ordenad
dandoles realismo, etc. Son de gran utilidad emdastria del Cine, al sustituir el disefio detadlgubr
algoritmos que “trabajan solos”. Se utilizaron p@z primera erStar Trek: La ira de Khanen la
representacion del planeta Génesis. Luegbae@uerra de las Galaxiag&l Sefior de los Anillostc.
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Aplicaciones

- Estudio del clima

En 1963, Edward N. Lorenz del MIT (Massachussettitite of Technology) formulé un sistema de pocas
variables que presentaba un comportamiento muy legonEstaba estudiando la prediccidén del tiempo y
habia observado que el clima sigue un modelo dg@damiento que es periddico; sin embargo, nunca es
comportamientos se repetian con total exactituchialen ordenador y doce ecuaciones para simular el
proceso del tiempo. Un dia quiso ver de nuevo ecaencia particular. Para simplificar, comenz6 edim

de la secuencia y después de una hora la secuaiii evolucionado de forma diferente. Lo que dawes

que el ordenador utilizaba seis decimales y Losé&hz habia introducido tres.

Este fend6meno, comuln en la teoria del caos, esiciinoomosensibilidad a las condiciones inicialegn
pequefio cambio en ellas puede cambiar drasticaneel@®yo plazo el comportamiento de un sistema. Es
imposible alcanzar un nivel de precision de milkimas. De esta idea parti6 Lorenz para afirmar epie
imposible predecir el tempo atmosférico con piiéais

El fendmeno anterior también es conocido de foropular comoEfecto Mariposa: el batir de las alas de
una mariposa en Africa puede provocar una cadenah@ehos que lleguen a provocar un tornado en el
Caribe

Para Lorenz fue sorprendente el hecho de que darlgequefia variacion en las condiciones iniciaksa
obtener unos valores totalmente diferentes y, smbaego, tras un numero suficientemente grande de
iteraciones se obtenia la misma figura (una dadpea conocida como atractor de Lorenz —en laréigu

o
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La Fisica estudia hoy los Sistemas Cadticos (tarmihs, nubes, erupciones, etc), como resultados de
modelos deterministas, no del azar, con comportamieasi periddico y gran sensibilidad a las candies
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iniciales. Su espacio de fases (situaciones p&3ililene una estructura, llamad
atractor extrafio que es fractal. Es por ello que a la Geometréthkl se le llama
Geometria del Caos

- Topografia

La formacion de una costa o de la orilla de unsoa procesos fisicos similares
pueden ser simulados mediante modelos matematisogdan lugar a objetos fractale
Se establece el contacto y la interaccion entegyed y la tierra y se producen grand
modificaciones en los perfiles de las mismas. Ranglo, la formacién de una costa ¢
puede simular mediante la Curva de Koch (ésta tieaedimension fractal de 1,2612
y se ha obtenido que la dimensién fractal de lsacths Gran Bretafia es 1,3).

- Sistemas arteriales y venosos

Segun Goldberger (1990), en el cuerpo humano na@®n&g@amos con muchas estructuras llamadas
fractaliformes, que se pueden ver, por ejemplolasrredes nerviosas, las redes de vasos sanguingos
sistema de tubos pulmonares encargados del traegpevacuacion del oxigeno y anhidrido carboristas
estructuras son fundamentales en el funcionamigakaorazon. Dos investigadores de la Universidad d
Washington utilizaron la geometria fractal paralieap anomalias en el flujo sanguineo que penetrare
corazén sano. Si se interrumpe ese flujo, se pmdlinfarto de miocardio.

Las ramificaciones y repliegues fractales, al auarda dimensién, amplian mucho la superficie dedseas

de absorcion, como el intestino, de distribuciomreooleccion (vasos sanguineos, conductos biliares o
bronquios) y del proceso de informacion (nervié)n el resultado del lento desarrollo y evoluci@h d
embrién humano.

- Estudio del cancer

La dimension fractal de la superficie celular péendaracterizar las células de diferentes tipospdssble
distinguir células cancerosas de células sanasagada de esta caracteristica. Ya se ha aplicado par
diferenciar células de pacientes con leucemia ligasénormales.

Y adem@s los fractales se utilizan en: el estuditas curvas de fluctuacion de la Bolsa, el agetéil (mUsica,
pintura, imagenes 3D), la compresion de imagergtatlis, antenas de teléfonos moviles, etc.

Fractales en Internet

Hay un gran numero de webs y blogs que nos halsafradtales y que encontraréis con ayuda de los
buscadores. Se pueden ver sorprendentes paisajedds del Coto de Dofiana anyw.armoniafractal.com
Asimismo, en Youtube, se encuentran muchos videms en un zoom continuo exploran el interior de
fractales.
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