Adrian Rodrigo Escudero 27 de octubre de 2007
Segun los libros de olimpiadas matematicas internacionales. Los problemas de
olimpiadas se clasifican en cuatro grupos: &lgebra, geometria, aritmética y
combinatoria. Los mas usuales en la fase local son los de algebra y geometria.

1. Algebra. Sean a,,a,,a,,a,,8, cinco nimeros positivos en progresion aritmética de
diferencia d . Probar que:
1

10(a§+4af+4a§+aj)

a <
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Nota: una buena direccion para el que quiera hacer problemas de desigualdades es
http://www-ma3.upc.es/users/diaz/tm-imo-jld.pdf . José Luis Diaz Barrero propone
desigualdades desde las méas sencillas, hasta niveles muy avanzados explicando técnicas
y teoremas utiles. Esta en inglés pero se entiende bien.
Solucion: como los cinco nimeros estan en progresion aritmética, podemos poner la
desigualdad en funcion de a, y d, y luego simplificarla todo lo que podamos:

al=(a,—2d) =a’-3a?2d +3a,4d* - 8d° a’=(a,-d)’=a’-3ad +3a,d>-d°
a’=(a,+2d) =a’+3a%2d +3a,4d” +8d° al=(a,+d)’ =a’+3a’d +3a,d* +d°

a +a; =2aj +24a,d’ a’ +a =2a; +6a,d’

aﬁs%(a§+4af+4a§+aj)<:>

10a’ < 2a +24a,d* +8a’ + 24a,d* =10a’ + 48a,d* <
0<48a,d?
Por lo tanto la desigualdad a probar es equivalente a esta Ultima, que es cierta ya que
16,a,,d” son positivos.

2. Algebra. Hallar todas las funciones f :R — R tales que:
fx+y)=f)+f(y) @
f(xy)=f(x)f(y) 2)
Paratodo X,y pertenecientesa R.

Nota: el problema es muy largo para una sesion de hora y media, asi que lo haremos
para las funciones f :Z — R,y luego el que quiera se mira la solucién entera.
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Solucién: en este tipo de problemas muchas veces lo dificil no es hallar las funciones
sino demostrar que son las Unicas que existen. Son problemas bastante técnicos (por eso
ultimamente no suelen caer en competiciones internacionales), normalmente la forma de
resolverlos es dar valores a x, y e ir sacando conclusiones:

Si x,y=0en(1), f(0)=f(0)+f(0)<= f(0)=0

Si x=1,y=1en(2), f(1)=f*Q)=f(1)=0 6 f(1)=1

Aqui vemos que hay dos posibilidades, que se corresponden con las dos funciones
posibles f(x)=0 6 f(x)=x.Vamos a demostrar que si f(1)=1 la Gnica solucion
es f(x)=x; de forma un poco mas sencilla se puede demostrar que si f(1)=0 la Gnica
solucién es f(x)=0.

Primero probamos que para todo n perteneciente N se cumple f(n): n, por induccion:


http://www-ma3.upc.es/users/diaz/tm-imo-jld.pdf

f(1)=1,ysi f(n)=n,haciendo x=n,y=1en (1), f(n+1)=f(n)+f(1)=n+1
Para hacer el paso a los enteros sustituimos x=x,y=-xen (1), lo que nos sirve en
general para todos los negativos: f(0)= f(x)+ f(-x)< f(-x)=-f(x)

. . - 1
Racionales (m,n van a ser numeros enteros distintos de cero): x=—,y=n en (2):

o G (3)- 18- |
engenral x=my=en@): [ 7= e[ L)<

Reales: si f(x)=x para los racionales, y f(x) es estrictamente creciente entonces
f(x)= x para los reales. Asi que solo nos queda probar que es creciente, pero 0jo, X,y
ahora son reales y no nos sirven las formulas halladas.

Hacemos x=+/x,y=+/x en (2): f(x)= fz(ﬁ)zo

ademés si x =0 hacemos x=x,y:% 0=1=f(1)= f(x)f(%j: f(x)=0

Asi que si x>0 f(x)>0 y ahora suponemos que x>y =>Xx=y+k, k>0 por (1):
f(x)=fly+k)=f(y)+ f(k)> f(y)

3. Geometria. Dada una semicircunferencia de didmetro AB =2R, se considera una
cuerda CD de longitud fija c. Sea E la interseccion de AC con BD y F la
interseccion de AD con BC.
Probar que el segmento EF tiene longitud constante y direccion constante al variar la
cuerda CD sobre la semicircunferencia.

F

E
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Solucién: ZADB=90° y ZACB=90°por ser ambos angulos inscritos en una
circunferencia. Por lo tanto AC y BD son alturas del tridngulo ABF. La altura de ABF
relativa al vértice F cortara a las otras dos alturas en el mismo punto, el punto E. Asi EF
es perpendicular a AB.

Los triangulos DEF y ABD son semejantes, ya que ambos tienen un angulo recto y otro

igual (ZABD=90°-A=/DFE). De esta semejanza deducimos que:

DE .,
EF = ABE = ABtg/DAC . Y como AB es constante y /DAC también (por ser CD

de longitud fija) EF también tiene longitud constante.

4. Geometria. En el triangulo rectangulo ABC, C esel angulo recto, la bisectriz de B
corta al lado AC en el punto E, la altura CD corta a esta bisectriz en el punto Fy G es la



interseccion de los segmentos AF y DE. Demostrar que [ADG | = [CEGF ], es decir, que
las areas del triangulo ADG y del cuadrilatero CEGF son iguales.

C
£
F
G
= D B
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Solucion: [ADG]z[CEGF]@[ADF]:[CED]Q%DFAD:%CDhI (1) donde h, es

la altura EH, en el triangulo CDE ( H, no lo he dibujado).

Como los triangulos CEH, y CAD son semejantes, N _CE @)
AD AC

Como los triangulos BCE y BDF son semejantes, % :E 3)

BD
Sustituyendo (2) y (3) en (1):
CEBD
DF _ h  _BC :CEQBD:CD
CD AD CD AC BC AC

Y esta Ultima expresion es cierta ya que ACD y BCD son semejantes por ser ABC
rectangulo.

DFAD =CDh, <

5. Aritmética. Encontrar todas las soluciones enteras de X+ y = Xy

Encontrar todas las soluciones enteras de x* —3y* =17

Problem-Solving Strategies, Arthur Engel
Solucion: la ecuacion x+y =Xy nos resulta un poco extrafia ya que el grado de x+y

es 1, mientras que el de xy es 2. Asi que seguramente la ecuacion no tendra soluciones
para x,y muy grandes. En efecto: x+y=xy < xy—x-y+1=1<(x-1)y-1)=1
(x-D)=(y-1)=1lex=y=2
(x-1)=(y-1)=-1e=x=y=0

La ecuacion x* —3y? =17 no tiene soluciones enteras, la forma de demostrarlo es tipica
en estos ejercicios: hacer congruencias. En este caso congruencias modulo 3:

Para todo cuadrado perfecto se cumple que: x>=0 ¢ x*=1; entonces x*—3y*=0 0
x*-3y*=1, pero 17=2.

Para el que no conozca las congruencias, lo que hemos hecho ha sido comprobar que
x*—3y? y 17 no dan el mismo resto al dividirlos entre 3, y por lo tanto no pueden ser
el mismo numero.

Asi tenemos dos posibilidades: {

6. Aritmética. Demostrar que existen infinitos nimeros naturales N tales que N, N+1,
N+2 son o bien cuadrados o bien suma de dos cuadrados.
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Solucion: si hacemos N +1=a”, a natural. Entonces N +2=a’ +1° con lo que ya solo
nos quedaria N:

N=a’-1=(a+1)fa-1)=(a-1+2)a-1)=(a-1) 2(a-1)
Es obvio que existen infinitos a que cumplen: 2(a—1)=b?. Por lo tanto N =(a—1)’b?

7. Combinatoria. En una conferencia hay 201 delegados de 5 paises distintos. Las
edades de los delegados son mayores que 30 y menores que 35. Probar que podemos
encontrar 6 delegados con la misma edad, sexo y nacionalidad.

Solucién: este es el tipico problema de principio del palomar, es muy probable que
alguno ya lo conozca, por eso mismo es fundamental conocerlo para hacer otros
gjercicios.

Por el principio del palomar, hay al menos 41 delegados del mismo pais; de entre ellos,
hay al menos 11 que tienen la misma edad; y finalmente, de entre ellos, hay al menos 6
que tienen el mismo sexo. Por lo tanto hay 6 delegados con la misma edad, sexo y
nacionalidad.

8. Combinatoria. En el sotano del castillo, 7 gnomos guardan su tesoro. El tesoro esta
detras de 12 puertas, cada una de ellas con 12 cerraduras. Todas las cerraduras son
distintas. Cada gnomo tiene llaves para algunas de las cerraduras. Tres gnomos
cualesquiera tienen conjuntamente llaves para todas las cerraduras. Probar que entre
todos los gnomos tienen por lo menos 336 llaves.
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Solucion 1: llamaremos g,, d,,..., g, al nimero de Ilaves que tiene el gnomo 1,2,...,7. Se
tiene que:

0,+0,+0,212-12

+0,+0,2>12-12
9.+ 92+ 0 = A(g,+0,+...+9,)>B-12-12

g:+0,+0,212-12
Donde B es el numero de inecuaciones que se pueden formar, y A el nimero de veces
que aparece cada @, en el sistema. (Concretamente podriamos decir que

7 6.
B= (3} = ;—Zi =35 es decir, combinaciones de 7 elementos tomados de tres en tres;

pero no es necesario para el problema). Solamente hay que observar que cada g,
aparece tantas veces como las demas y que podemos expresar el nimero de "g's"

igualmente como 7A 6 3B, luego B =%A:> 0,+9,+..+0, 2%12-12 =336

Solucion 2: vamos a fijar una llave cualquiera IlI,, al menos 5 gnomos deben tener esa

Ilave, ya que si no habria al menos 3 gnomos que no la tendrian, y €sos 3 gnomos no
podrian abrir todas las cerraduras. Luego si hay 144 llaves, y cada una la tienen al
menos 5 gnomos, hay al menos 144-5=720 > 336 llaves

*. Geometria. Sea O el circuncentro de un tridngulo ABC . La bisectriz que parte de A
corta al lado opuesto en P .
Probar que se cumple:

AP’ + OA” —OP? =hc



B = C

OME (olimpiada matematica espafiola) 2007
Solucién: parece muy tentador aplicar el teorema del coseno al triangulo AOP:

AP? + OA? —OP? = 2AP -OAcos ZOAP =hc
C

senC

A su vez tenemos 20A, que por el teorema del seno en ABC: 20A =

Asi lo que tenemos que probar es que: AP cos ZOAP = bsenC
AP b

senC  senZAPC
Si demostramos que cos ZOAP =sen/APC habremos terminado:

Que se asemeja mucho al teorema del seno en APC:

~

ZAPC =B +§= (180°—A—é)+§=1800—§—(§

0
Z0OAP = 180

—g -C (por inscrito)

Luego, ZAPC — ZOAP =90°= cos ZOAP = senZAPC

**_ Algebra. Sea a=1 un nimero real positivo y n un entero mayor que 1. Demostrar
que:
, a"+a"-2
< -
a+a'-2
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Solucién: podemos suponer sin perdida de generalidad que a>1, sea b = Ja>1:

o a+a’-2 (" -b"f b b
a+alt-2 (b_b-l)2 b—b™

Ahora podemos aplicar la ecuacién ciclotémicaa b" —b™:
n -n -1 Y n-1 n-3 —n+1
n<b bl :(b b Xb +b 1+"'+b ):(b”l+b"3+...+b”*l)
b—b" b—b"
Pero esto es equivalente a la desigualdad entre las medias aritmética y geométrica:

n-1 n-3 —n+1
(b +b" +..+Db )ZWZﬂzl

n
Teniendo siempre en cuenta que la igualdad se cumple si y solo si

b"t=b"*=..=b™"", ycomo b>1, no se cumple nunca la igualdad.

n




