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En la sesién de Congruencias del curso pasado, que puedes encontrar
enhttp://www.unizar.es/ttm/2005-06/congruenciasI.pdf, apren-
dimos a operar en aritmética modular o aritmética del reloj. Luego lo
usamos para aprender a ser espias.

Hoy repasaremos como se opera en esta aritmética, veremos algunas
aplicaciones y nos ejercitaremos con ella haciendo pulseras modulares.

1. REPASO DE LA ARITMETICA DEL RELOJ

Si son las 6 en nuestro reloj y transcurren 7 horas, el reloj marcaré la
una. Esto lo expresamos asi:

6+7=1 (méd 12),

que se lee “6 mas 7 es congruente con 1 moédulo 127.

Si en lugar de dividir medio dfa en 12 periodos (horas) lo hiciéramos
en 6 periodos tendriamos, por ejemplo:

3+5=2 (mdd 6), 5x2=4 (mdd 6).

Las tablas de “sumar y multiplicar médulo 6” son las siguientes:
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+(0]1/2/3[4]|5 x 101112 3[4]|5
0101123415 0[0/0]0/0[0]O0
1{112/3/4/5]0 11071121345
212/3/4]5/0]1 21024024
313145012 310303013
414150123 4101412042
51510111234 510151413121

Observemos que los nimeros 1 y 5 tienen “inverso médulo 67 (pues
Ix1=1(méd6)y5x5=1(méd 6), luego el inverso de 1 es 1 y el
de 5 es b).

Ejercicio 1. Calcula las tablas de sumar y multiplicar médulo 5:

+(0/1]2]3 4 011234
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., Qué niimeros tienen inverso modulo 57

Ejercicio 2. Dado un niimero natural n > 2 arbitrario. ; Qué ntimeros
entre 1 y n tienen inverso médulo n?

2. ALGUNAS APLICACIONES

Hay muchas aplicaciones de las congruencias y la aritmética del reloj.

El NIF espanol se obtiene anadiendo una letra de control al DNI.
Para hacerlo, dado un nimero de DNI, por ejemplo el 17.003.989, se
calcula el resto de dividir este nimero por 23. Esto es, se calcula x
entre 0 y 22 tal que

17003989 = 2 (méd 23)

(piensa en un reloj de 23 horas). La letra que se asigna depende del
resto de acuerdo a la tabla siguiente:
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T = o 1 2 3 4 5 6 7 & 9 10 11
letrax: T R W A G M Y F P D X B
T = 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22

letra: N J Z S Q@ V H L C K E

Fijate que no se usan las letras I, O ni U (en parte, porque pueden
confundirse con nimeros).

Ejercicio 3. ;Qué letra corresponde al DNI 17.003.9897 ;Y al tuyo?

Esta letra de control permite detectar errores. Imagina que al decir
por teléfono tu NIF te equivocas en uno de los niimeros. La persona
que lo recibe puede hacer el computo anterior, darse cuenta de que la
letra que le sale a ella no coincide con la que ti le has dicho y pedirte
que se lo vuelvas a decir.

Un proceso un poquito mas complicado se utiliza para el codigo ISBN
(International Standar Book Number) de los libros. Un ISBN consta
de 10 digitos divididos en 4 partes de longitud variable: identificador
de grupo (pais, area geografica o drea lingiiistica), de editor, de titulo y
un digito de control. Una vez determinados los 9 primeros digitos, por
ejemplo 0 8536 1072, se calcula el nimero x entre 0 y 10 que verifique

0x1)+(8x2)+(5x3)+(3x4)+(6x5)+
+(1x6)+(0x7)+(7Tx8)+(2x9) =2 (mdd 11)

Si x no es 10, entonces el ultimo digito del ISBN es x. Si, por el con-
trario, x es 10, en lugar de un tdltimo digito se anade una letra X.

Ejercicio 4. Calcula el dltimo digito del ISBN anterior. Busca en tu
casa libros cuyo ISBN acabe en X (aproximadamente uno de cada 11
libros lo hace). Coge varios libros y comprueba que el tltimo digito (o
letra) de su ISBN es correcto.

El préoximo 1 de enero este sistema cambiara y se utilizaran 13 digitos
en lugar de 10.

El ntimero primo més grande conocido es 232582657 _ 1 v fue descu-
bierto el pasado 4 de septiembre de 2006, gracias a la ayuda de muchos
voluntarios en todo el mundo, que ponen sus ordenadores personales a
trabajar en un proyecto internacional. (El nimero estimado de particu-
las elementales de todo el universo es inferior a 23%.)

Ejercicio 5. ;Cudl es el ultimo digito de este primo?
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3. PULSERAS MODULARES

Fijemos un nimero, por ejemplo 8. Para hacer una pulsera moédulo 8
elegimos dos nimeros del 0 al 7, por ejemplo 2 y 4. Ahora obtenemos un
tercer nimero sumando estos dos nimeros médulo 8: 2+4 = 6 (méd 8).
Asi obtenemos la secuencia:

2 4 6.

El cuarto numero lo obtenemos sumando mddulo 8 los dos ultimos
(446 =2 (mdéd 8)):
2 4 6 2

y repetimos el proceso hasta que nos vuelvan a aparecen nuestros dos
primeros numeros consecutivamente:

2 46 2 0 2 2 4

Nuestra pulsera modular es

Si eres artista, puedes asignar colores a los niimeros del 0 al 7 y crear
asi pulseras con cuentas de colores.

Observa que si hubiéramos comenzado con los niimeros 4 y 6, o con
6y2,02y0,00y 2,02y 2, habriamos obtenido la misma pulsera.

Ejercicio 6. Obtén todas las pulseras médulo 8. ; Cuantas hay? ; Qué lon-
gitud tienen?

Ejercicio 7. Repite el ejercicio 6, pero médulo 5 y médulo 6, en lugar
de modulo 8.

Ejercicio 8. ;Por qué siempre obtienes la repeticion del primer par de
nimeros? En otras palabras, ;por qué termina siempre el proceso?
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Observa que, en todos los casos, las longitudes de todas las pulseras
son divisores de la longitud de la pulsera més larga. Esto no es casua-
lidad, pero hacen falta méas matematicas de las que sabes ahora para
probar esto. Estas matematicas son las mismas que se utilizan para
calcular cosas como el numero posible de moléculas de determinado

tipo.

X ok ok ok ok ok

Para saber y practicar mas, puedes entrar en la URL

http://www.math.csusb.edu/faculty/susan/

number _bracelets/INDEX.HTM

Soluciones de algunos ejercicios:

2:

AN

Tienen inverso aquellos ntimeros m, con 1 < m < n, cuyo maximo
comun divisor con n es 1. jPor qué?

C.

X.

1.

Hay cuatro pulseras de longitud 12, dos pulseras de longitud 6, una
de longitud 3, ademés de la pulsera trivial (la que empieza con 0 y
0) que, por convenio, se considera que tiene longitud 1.

Moédulo 5 hay sélo tres pulseras, de longitudes 20, 4 y 1. Mdédulo 6
hay cuatro pulseras de longitudes 24, 8, 3 y 1.

Puedes pensar en cada paso del proceso como una regla para obtener

un par de numeros a partir del par anterior: (a,b) L, (b, c), con
c=a+b (mbéd n), siendo n el médulo elegido. Asi, por ejemplo, la
primera pulsera que hemos creado equivale a:

(2:4) 2 (4,6) 2 (6,2) 2 (2,0) 2 (0,2) = (2,2) = (2,4),
repitiéndose el par (2,4).

Esta regla tiene su regla inversa: (a,b) L (b,c), donde a = ¢ —
b (méd n). Dado cualquier par de los que aparecen al hacer una
pulsera, el par siguiente se obtiene aplicando la regla D y el anterior
aplicando la regla 1.

Puesto que s6lo hay n? pares de niimeros entre 0 y n—1, al aplicar la
regla D un nimero de veces suficiente (por ejemplo n? veces) al par
inicial, habra necesariamente algiin par (a, b) que se repita. Adema4s,
el primer par que se repita ha de ser el primero, pues si dos pares
coinciden, y ninguno de ellos es el primer par, también lo hacen los
pares anteriores (basta aplicar la regla I).



